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Aufgabe 1 [3 Punkte]: Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Stichprobengréfie 6 und
Erfolgswahrscheinlichkeit 0,85. Die folgende Tabelle gibt die Verteilungsfunktion P(X = x) und
die kumulierte Verteilungsfunktion F(x) = P(X < x) an:

X | o 1 2 3 4 5 6

P(X =x) 0.00001 0.00039 0.00549 0.04145 0.17618 0.39933 0.37715
F(x) =P(X < x) 0 0.00001 0.0004 0.00589 0.04734 0.22352 0.62285

(a) Bestimmen Sie das 25% Quantil von X.

Da P(X < 5) =0.22352 und P(X > 5) = 0.62285 folgt Q(0,25) =5

(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass X kleiner als 3 ist?

P(X < 3) = F(3) = 0.00589

(c) Wie wahrscheinlich ist es, dass X zwischen 3,5 und 7,5 liegt?

P(7.5>X>35) =P(X>35)=1—P(X<35)=1—F(4) =1— 0.04734 = 0.95266



Aufgabe 2 [5 Punkte|: Sei X eine auf dem Intervall [0, 200] gleichverteilte Zufallsvariable.

(a) Bestimmen Sie den Median von X.

100

(b) Bestimmen Sie den Mittelwert von X.

2% S dx =100

(c) Wie grofl mu8 X* sein, damit 95% aller Werte grofier als X* sind?
10

(d) Zeichnen Sie die Dichtefunktion (vergessen Sie nicht, die Achsen zu beschriften).

0.0050

0.0025

0 50 100 150 200

(e) Zeichnen Sie die Verteilungsfunktion.
1.00 +

0.75 A

0.50 1




Aufgabe 3 [7 Punkte|: Betrachten Sie die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y) mit der Dichte-
funktion
(3x+y) fallsx €[0,1] und y € [0,1]
f(x,y) =
0 sonst

(a) Zeigen Sie, dass f(x,y) tatsdchlich eine Dichtefunktion ist.

o F(x,y) = [y [§ f(&,v) dvdE = 2x%y + Ixy?
o f(x,y) >0 fiir x € [0,1] und y € [0, 1]

e F(0,0)=0

o F(1,1)=2-12-141.1.12=1

(b) Bestimmen Sie P (X < %,Y <2)

(c) Bestimmen Sie P(X > %,Y > —1)

2
- (3@ 1+ 1) =3

ENT,

(d) Bestimmen Sie P(X > 1)
0



Aufgabe 4 [5 Punkte]: Uber das Konsumverhalten in der Mensa wissen wir folgendes:

e 50% der Géste essen keine Vorspeise.
e 30% der Gaste essen keinen Nachtisch.

e 10% der Giste essen weder Vorspeise noch Nachtisch.
P(V)=0.5, P(N)=0.3, P(VAN) =0.1

(a) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gast, der keinen Nachtisch isst, auch keine
Vorspeise isst?

P(VIN) = "(PVKQM _ 01 _
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(b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gast, der eine Vorspeise gewdhlt hat, auch
noch einen Nachtisch nimmt?

PIN|V) = P(NAV) _  1-P(NVV) _  1-P(NVV) _  1-(P(N)+P(V)—P(VAN))
- P(V) - P(V) B P(V) B P(V) B
1—(0.34+0.5-0.1) 3

0.5 -5



Aufgabe 5 [4 Punkte|: Thre Firma stellt Antriebsketten her. Die Lange der einzelnen Kettenglie-
der ist unabhédngig voneinander normalverteilt. Die mittlere Lange eines Kettengliedes ist 10.
Ingesamt haben 95% aller Kettenglieder eine Lange zwischen 9 und 11. Jede Kette ist so lang wie
die Summe der einzelnen Glieder. Sie interessieren sich fiir Ketten, die aus 100 Kettengliedern
bestehen.

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtldnge von {iber 1000 hat
(verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Lange zu bestimmen)?

1
2

(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtlidnge zwischen 900 und 1100
hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Lange zu bestimmen)?

1-2xpnorm(gnorm(.025)*10)

(c) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtldnge zwischen 990 und 1010
hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Lédnge zu bestimmen)?

0,95

(d) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtldnge zwischen 999 und 1001
hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Lédnge zu bestimmen)?

1-2*pnorm(gnorm(.025) /10)



Aufgabe 6 [10 Punkte|: Fiir die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X gilt

i falls x =0

1 -
P(X = x) = 3 falls x =0+1

1 fallsx=0+2

0 sonst

Der Parameter 0 ist unbekannt und soll geschatzt werden.

(a) Bestimmen Sie den Maximum Likelihood Schéatzer fiir 6, wenn Ihre Stichprobe die drei
Werte {2, 2, 3} enthilt.

Fir 0 ¢ {1,2} gilt L=0, fiir 6 =1 gilt L = §4§ = 75, fiir 6 =2 gilt L = {34 = 55, also ist
0 = 1 der Maximum Likelihood Schéatzer

(b) Bestimmen Sie den Momentenschatzer fiir 0 (auf Basis des ersten Moments)

Der Erwartungswert E(X) = 19 + = (
Das erste Moment ist %(2 2 +3) =
Wir 16sen nach 0 auf: 6 = % 1=1

i(e+2):e+1

—



Aufgabe 7 [16 Punkte|: Sie testen eine Abfiillmaschine fiir Joghurt. Aus einer Stichprobe von 10
Joghurtbechern bestimmen Sie eine mittlere Fiillmenge von 150 Gramm bei einer Varianz von
17. Sie nehmen an, dass die Fiillmenge normalverteilt ist.

(a)

Der Hersteller der Maschine hat Thnen versprochen, die Varianz der Fiillmenge sei lang-
fristig 9. Sie sind beunruhigt, weil die gemessene Varianz bei Threr Maschine grofier ist
und rufen empdrt beim Hersteller an. Dessen Telefonhotline versichert Thnen, dass die von
IThnen gemessene Abweichung zufillig sei, und langfristig auch Ihre Maschine eine Varianz
von nicht grofler als 9 haben wiirde. Testen Sie diese Hypothese mit einem einseitigen Test
bei einem Signifikanzniveau von 5%.

.52

X~ Xa1

9T =17 >16.92 = Q,2(0,95)
Hg kann abgelehnt werden.

Nehmen Sie an, die Varianz der Fiillmenge Ihrer Maschine sei langfristig 10. Bestimmen
Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir die mittlere Fiillmenge.

Gehen Sie nun wieder von einer langfristigen Varianz von 9 aus. Wie grofl mufl Ihr Stich-
probenumfang mindestens sein, damit das 95%-Konfidenzintervall hochstens eine Breite
von 0,392 Gramm hat



(d)

Eine andere Joghurtmaschine befiillt Becher mit im Mittel 50 Gramm Joghurt. Die Stan-
dardabweichung betragt 10 Gramm. Sie nehmen eine Stichprobe von 100 Bechern. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Gesamtmenge Joghurt in diesen 100 Bechern klei-
ner als 4800 Gramm ist?

Z?:l Xi ~N (PH ﬁ)
n

n

n 0_2
in ~N <n- w,n?- —X>
i=1 n

100
> Xy~ N (100 - 50,100 - 10%)
i=1

¥ i Xy — 5000

100 N0, 1)
P(X 1% Xi < 4800) = Fyy (480055000) — Fi\(—2) =1~ Fn(2) & 1 — 0.9772 = 0.0228

Eine weitere Joghurtmaschine produziert nach Herstellerspezifikation bei 80 Joghurtbe-
chern im Mittel 4 Becher Ausschuss. Sie nehmen eine Stichprobe von 80 Bechern, und
finden darunter 6 Becher Ausschuss. Ist die Qualitdt dieser Maschine signifikant verschie-
den von der Herstellerspezifikation?

e Schreiben Sie eine Nullhypothese auf und testen Sie bei einem Signifikanzniveau von

5%.
e Falls Sie ,krumme" Zahlen erhalten, verwenden Sie eine moglichst genaue Abschéatzung.

e Gehen Sie davon aus, dass Sie die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung
approximieren konnen, ohne dass eine Stetigkeitskorrektur notwendig ist.

Ho:p =g Hiip # g
Mittelwert der Binomialverteilung ist: p=n-p =4
Varianz der Binomialverteilung ist: 0> =n-p- (1 —p) =42
. . : : bl Geb X—H 64 __ 2 /80 _ /20 _ 20
Die approximativ normalverteilte Teststatistik ist Ve =\ i <19 <

o \/aT6/80 2
2 =1.25 < 1.96 = Qn(0.975)




Aufgabe 8 [10 Punkte]:

Sie vergleichen zwei Diingemittel fiir Salatkopfe: X und Y. In Ihrer Ent-

wicklungsabteilung sind jeweils 30 Salatkopfe mit X und 30 Salatkopfe mit Y behandelt worden.
Das Gewicht der Salatkopfe hat Thr Assistent bereits in den Variablen x und y eingetragen. Ihr
Assistent hat ferner zwei Tests mit R durchgefiihrt und prasentiert IThnen den folgenden Output:

Test 1: Test 2:
_ > t.test(x,y)
> t. test(x )7 ga%fted—ERUE) Welch Two Sample t-test
data. es data: X and y
= -9, 0558 df = 29, p-value = 0.0489 = -2.0203, df = 31.547, p-value = 0.05191

alternatlve hypothe31s true difference in
means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-22,02793284 -0 05680469
sample estimate

mean of the dli{??SES%?

alternatlve hypothesis: true difference in
means is not equal to O
95 ercent confidence interval:

18182418  0.09708665
sample estimates:

mean of x mean of
23.28710 34.3294

(a) Welche Annahmen werden von beiden obigen Tests vorausgesetzt?

x und y sind normalverteilt oder die Stichproben sind sehr grof}

(b) Nehmen Sie an, dass diese Annahmen erfiillt sind. Welcher der beiden Tests ist in diesem

Fall angemessen? Warum?

Test 1 ist ein paarweiser Test. Sie haben aber kein paarweises Design verwendet. Test 2
setzt dieses Design nicht voraus, ist hier also angemessen.

Ihre Nullhypothese ist, dass die beiden Diingemittel das Gewicht nicht in unterschiedlicher

Weise beeinflussen. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Konnen Sie mit dem Test, den Sie in
Teilaufgabe (b) ausgewéhlt haben, Ihre Nullhypothese ablehnen? Warum?

Der p-Wert ist mit 0.05191 gréfler als 5%, die Nullhypothese kann also nicht abgelehnt

werden.
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(d) Ihr fleifiger Assistent prasentiert Ihnen die folgende Graphik die er mit dem Kommando
qqnorm(x); qqline(x); erzeugt hat. Was sagt Thnen diese Graphik iiber die Vorausset-
zungen der obigen Tests?

Normal Q—-Q Plot

Sample Quantiles
60 80 100 120
|

40

20

Theoretical Quantiles

Wenn in der Tat die Daten normalverteilt waren, dann wiirden die Punkte alle ndherungs-
weise auf einer Geraden liegen. Das ist aber nicht der Fall. Die Voraussetzungen sind also
nicht erfiillt.
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Ihr Assistent prasentiert nun zwei weitere Tests. Sind diese Tests grundsatzlich besser
oder weniger gut geeignet als Test 1 oder 2 aus dieser Aufgabe, um lhre Hypothese zu
iiberpriifen?

Test 3: Test 4:
> wilcox.test(x,y) > wilcox.test(x,y,paired=TRUE)
Wilcoxon rank sum test Wilcoxon signed rank test
data: x ana { data: x and
W = 220, p-value = 0.0005109 V = 111, p-value = 0.01130
alternative hypothesis: true location shift | alternative hypothesis: true location shift
is not equal to O is not equal to O

(f)

Die beiden Varianten des Wilcoxon Tests machen keine Annahmen iiber die Verteilung von
x und y. Die Ergebnisse sind also robuster und vorzuziehen, wenn wir die Verteilung nicht
kennen, bzw. wenn wir hier anhand der Graphik erkennen, dass die Verteilungsannahmen
des t-Tests nicht gegeben sind.

Welcher der beiden Tests ist hier angemessen?

Test 4 ist ein paarweiser Test. Sie haben aber kein paarweises Design verwendet. Test 3
setzt dieses Design nicht voraus, ist hier also angemessen.

Ihre Nullhypothese ist, dass die beiden Diingemittel das Gewicht nicht in unterschiedlicher
Weise beeinflussen. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Konnen Sie mit dem Test, den Sie in
Teilaufgabe (f) ausgewd&hlt haben, Ihre Nullhypothese ablehnen? Warum?

Der p-Wert ist mit 0.0005109 kleiner als 5%, die Nullhypothese kann also abgelehnt werden.
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Zusatzblatt zu Aufgabe ...
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Formelsammlung

e Wenn f(x) Dichtefunktion und F(x) Verteilungsfunktion der eindimensionalen Zufallsva-
riable X sind, dann ist F(x) = [*_ f(y)dy

e Wenn f(x,y) Dichtefunktion und F(x,y) Verteilungsfunktion der mehrdimensionalen Zu-
fallsvariable (X,Y) sind, dann ist F(x,y) f fy f(&,v) dv d§

P(BIA)-P(A) P(BJA) - P(A)
P(B) ~ P(BJA) - P(A) + P(BICA) - P(CA)

e Satz von Bayes: P(A|B) =

e Wir nennen 6 einen erwartungstreuen Schatzer fiir 6 wenn E(6) = 0.
e Ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz ist 6% = 253 I' | (X; — X)?

e Der Mittelwert der Binomialverteilung mit Stichprobengréfie n und Erfolgswahrschein-
lichkeit p ist n - p. Die Varianz ist n-p - (1 —p).

n—oo n

X 02
o Zentraler Grenzwertsatz: lim 2iaXi N <u, —X>
n

X— ~1t
Gx/\/_ ot

e Fiir die Verteilung der geschatzten Varianz 6 einer normalverteilten Zufallsvariablen mit
Varianz o2 gilt bei einer Stichprobengréfie von n

m—1)-6% & (Xi—%\>
i=1

e Fiir die Verteilung des standardisierten Mittelwertes gilt

2

e Wenn X(ai) die Haufkeit von Merkmal a; ist, mit Z‘le X(ay) = n, und wenn X(ai)

(@) —n-Pa)’
n-Plai) Xke—1:

k
X
entsprechend P(a;) verteilt ist, dann ist Z (
i=1
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R-Kommandos

abs(x) berechnet den Betrag von x.
mean (x) berechnet einen Mittelwert X = %

pbinom(x, size=..., prob=...) bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dass eine binomi-
alverteilte Zufallsvariable mit Stichprobengréfie size=... und Erfolgswahrscheinlichkeit
prob=... den Wert x oder einen kleineren Wert annimmt.

pnorm(x) bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dass eine standardnormalverteilte Zufallsva-
riable den Wert x oder einen kleineren Wert annimmt.

gnorm(x) bestimmt das x-Quantil der Standardnormalverteilung
qchisq(x,n) bestimmt das x-Quantil der x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden
qt (x,n) bestimmt das x-Quantil der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden

sqrt berechnet eine Quadratwurzel.

sd berechnet die Standardabweichung 6x = \/% = \/ﬁ > (xi— 72)2

sum berechnet eine Summe

t.test(x,y) fithrt einen t-Test fiir unverbundene Stichproben x und y durch.
t.test(x,y,paired=TRUE) fiihrt einen t-Test fiir verbundene Stichproben x und y durch.
e X (- %)?

wilcox.test(x,y) filhrt einen Mann-Whitney U Test fiir unverbundene Stichproben x

var berechnet die Varianz 6% =

und y durch.

wilcox.test(x,y,paired=TRUE) fiihrt einen Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben
x und y durch.

Quantile und Werte der Verteilungsfunktionen

In den folgenden beiden Tabellen finden Sie einige Quantile und Werte der Verteilungsfunktionen
fiir die Normalverteilung, t Verteilung und x? Verteilung.

x 09 095 0975 099 099

Qn(x) | 1.28 164 196 233 258

Qus(x) | 1.3¢ 175 213 26 295

Q(x) | 1468 1692 19.02 2167 23.59

Quz,(x) | 117.41 123.23 12842 134.64 138.99
| 02 005 o0l 2 5 1 2 5 20
Fn(x) | 0.508 0.5199 0.5398 0.5793 0.6915 0.8413 09772 1 1
Fio(x) [ 0.5078 0.5194 0.5387 0.577 0.6855 0.8283 0.9617 0.9996 1
Figo(x) | 0.508 0.5199 0.5397 0.5791 0.6909 0.8401 0.9759 1 1
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Vergleich Konfidenzintervall/Signifikanztest/p-Wert

Konfidenzintervall:

Annahmebereich
Ied fiir Ho @
2 2

X+ -2 Qn(%) X X+-Z-Qn(1-%)
Hg : X = po wird abgelehnt falls pg nicht im Annahmebereich liegt

Signifikanztest: Teststatistik g = ?;\;‘%

zweiseitig (Hg : X = o) einseitig (Ho : X < o) einseitig (Ho : X > o)

/ Annahmjebereich \ Annahmepereich Annahjmebereich
o fiiy g o fiir g flir g
2 2 x 08

Qn(g) 0 Qn(1—=F) 0 On(l—«a)  Qn(x) 0
Ho wird abgelehnt falls g nicht im Annahmebereich liegt

p-Wert: Teststatistik g = 240

_ o/ _ _
zweiseitig (Ho : X = o) einseitig (Hp : X < o) einseitig (Ho : X > po)
Fn(—lgl) Fn(—lal) Fn(=g)  Fnlo)
—lgl 0 9l 0 g 9 0
p=2-Fn(—lgl) p=Fn(—g) p =Fnl(g)

Hp wird abgelehnt falls p < «
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