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Aufgabe 1 [3 Punkte℄: Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Sti
hprobengr�o�e 6 undErfolgswahrs
heinli
hkeit 0,85. Die folgende Tabelle gibt die Verteilungsfunktion P(X = x) unddie kumulierte Verteilungsfunktion F(x) = P(X < x) an:
x 0 1 2 3 4 5 6

P(X = x) 0.00001 0.00039 0.00549 0.04145 0.17618 0.39933 0.37715
F(x) = P(X < x) 0 0.00001 0.0004 0.00589 0.04734 0.22352 0.62285(a) Bestimmen Sie das 25% Quantil von X.Da P(X < 5) = 0.22352 und P(X > 5) = 0.62285 folgt Q(0, 25) = 5

(b) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass X kleiner als 3 ist?
P(X < 3) = F(3) = 0.00589

(
) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass X zwis
hen 3,5 und 7,5 liegt?
P(7.5 > X > 3.5) = P(X > 3.5) = 1 − P(X < 3.5) = 1 − F(4) = 1 − 0.04734 = 0.95266
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Aufgabe 2 [5 Punkte℄: Sei X eine auf dem Intervall [0, 200] glei
hverteilte Zufallsvariable.(a) Bestimmen Sie den Median von X.100
(b) Bestimmen Sie den Mittelwert von X.

∫
200

0

1

200
dx = 100

(
) Wie gro� mu� X∗ sein, damit 95% aller Werte gr�o�er als X∗ sind?
10

(d) Zei
hnen Sie die Di
htefunktion (vergessen Sie ni
ht, die A
hsen zu bes
hriften).
0 50 100 150 200

0.0025

0.0050

(e) Zei
hnen Sie die Verteilungsfunktion.
0 50 100 150 200

0.25

0.50

0.75

1.00
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Aufgabe 3 [7 Punkte℄: Betra
hten Sie die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y) mit der Di
hte-funktion
f(x,y) =

{
1

2
(3x + y) falls x ∈ [0, 1] und y ∈ [0, 1]

0 sonst(a) Zeigen Sie, dass f(x,y) tats�a
hli
h eine Di
htefunktion ist.� F(x,y) =
∫x

0

∫y

0
f(ξ,υ)dυdξ = 3

4
x2y + 1

4
xy2� f(x,y) > 0 f�ur x ∈ [0, 1] und y ∈ [0, 1]� F(0, 0) = 0� F(1, 1) = 3

4
· 12 · 1 + 1

4
· 1 · 12 = 1

(b) Bestimmen Sie P
(

X < 1

2
,Y < 2

)

3

4

(

1

2

)2
1 + 1

4

1

2
12 = 5

16

(
) Bestimmen Sie P(X > 1

3
,Y > −1)

1 −
(

3

4

(

1

3

)2
1 + 1

4

1

3
12

)

= 5

6

(d) Bestimmen Sie P(X > 1)

0
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Aufgabe 4 [5 Punkte℄: �Uber das Konsumverhalten in der Mensa wissen wir folgendes:� 50% der G�aste essen keine Vorspeise.� 30% der G�aste essen keinen Na
htis
h.� 10% der G�aste essen weder Vorspeise no
h Na
htis
h.
P(V̄) = 0.5, P(N̄) = 0.3, P(V̄ ∧ N̄) = 0.1(a) Wie gro� ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Gast, der keinen Na
htis
h isst, au
h keineVorspeise isst?

P(V̄ |N̄) =
P(V̄∧N̄)

P(N̄)
= 0.1

0.3
= 1

3

(b) Wie gro� ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Gast, der eine Vorspeise gew�ahlt hat, au
hno
h einen Na
htis
h nimmt?
P(N|V) =

P(N∧V)

P(V)
=

1−P(N∨V)

P(V)
=

1−P(N̄∨V̄)

P(V)
=

1−(P(N̄)+P(V̄)−P(V̄∧N̄))

P(V)
=

1−(0.3+0.5−0.1)

0.5
= 3

5
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Aufgabe 5 [4 Punkte℄: Ihre Firma stellt Antriebsketten her. Die L�ange der einzelnen Kettenglie-der ist unabh�angig voneinander normalverteilt. Die mittlere L�ange eines Kettengliedes ist 10.Ingesamt haben 95% aller Kettenglieder eine L�ange zwis
hen 9 und 11. Jede Kette ist so lang wiedie Summe der einzelnen Glieder. Sie interessieren si
h f�ur Ketten, die aus 100 Kettengliedernbestehen.(a) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass eine sol
he Kette eine Gesamtl�ange von �uber 1000 hat(verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdru
k, um die L�ange zu bestimmen)?
1

2

(b) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass eine sol
he Kette eine Gesamtl�ange zwis
hen 900 und 1100hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdru
k, um die L�ange zu bestimmen)?
1-2*pnorm(qnorm(.025)*10)

(
) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass eine sol
he Kette eine Gesamtl�ange zwis
hen 990 und 1010hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdru
k, um die L�ange zu bestimmen)?0,95
(d) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass eine sol
he Kette eine Gesamtl�ange zwis
hen 999 und 1001hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdru
k, um die L�ange zu bestimmen)?

1-2*pnorm(qnorm(.025)/10)
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Aufgabe 6 [10 Punkte℄: F�ur die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X gilt
P(X = x) =






1

4
falls x = θ

1

2
falls x = θ + 1

1

4
falls x = θ + 2

0 sonstDer Parameter θ ist unbekannt und soll ges
h�atzt werden.(a) Bestimmen Sie den Maximum Likelihood S
h�atzer f�ur θ, wenn Ihre Sti
hprobe die dreiWerte {2, 2, 3} enth�alt.F�ur θ 6∈ {1, 2} gilt L = 0, f�ur θ = 1 gilt L = 1

2

1

2

1

4
= 1

16
, f�ur θ = 2 gilt L = 1

4

1

4

1

2
= 1

32
, also ist

θ = 1 der Maximum Likelihood S
h�atzer

(b) Bestimmen Sie den Momentens
h�atzer f�ur θ (auf Basis des ersten Moments)Der Erwartungswert E(X) = 1

4
θ + 1

2
(θ + 1) + 1

4
(θ + 2) = θ + 1Das erste Moment ist 1

3
(2 + 2 + 3) = 7

3
= 21

3
= θ + 1Wir l�osen na
h θ auf: θ = 21

3
− 1 = 11

3
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Aufgabe 7 [16 Punkte℄: Sie testen eine Abf�ullmas
hine f�ur Joghurt. Aus einer Sti
hprobe von 10Joghurtbe
hern bestimmen Sie eine mittlere F�ullmenge von 150 Gramm bei einer Varianz von17. Sie nehmen an, dass die F�ullmenge normalverteilt ist.(a) Der Hersteller der Mas
hine hat Ihnen verspro
hen, die Varianz der F�ullmenge sei lang-fristig 9. Sie sind beunruhigt, weil die gemessene Varianz bei Ihrer Mas
hine gr�o�er istund rufen emp�ort beim Hersteller an. Dessen Telefonhotline versi
hert Ihnen, dass die vonIhnen gemessene Abwei
hung zuf�allig sei, und langfristig au
h Ihre Mas
hine eine Varianzvon ni
ht gr�o�er als 9 haben w�urde. Testen Sie diese Hypothese mit einem einseitigen Testbei einem Signi�kanzniveau von 5%.
H0 : σ2 6 9;H1 : σ2 > 9
(n−1)·σ̂2

X

σ2 ∼ χ2

n−1

9·17
9

= 17 > 16.92 = Qχ2
9

(0, 95)

H0 kann abgelehnt werden.
(b) Nehmen Sie an, die Varianz der F�ullmenge Ihrer Mas
hine sei langfristig 10. BestimmenSie ein 95%-Kon�denzintervall f�ur die mittlere F�ullmenge.

[

X̄ − σ√
n
· QN(α

2
), X̄ + σ√

n
· QN(α

2
)
]

=
[

150 −
√

10√
10

· QN(α
2
), 150 +

√
10√
10

· QN(α
2
)
]

= [X̄ − 1 · 1.96, X̄ + 1 · 1.96] = [148.04, 151.96]

(
) Gehen Sie nun wieder von einer langfristigen Varianz von 9 aus. Wie gro� mu� Ihr Sti
h-probenumfang mindestens sein, damit das 95%-Kon�denzintervall h�o
hstens eine Breitevon 0,392 Gramm hat
2 · σ√

n
· QN(α

2
) 6 0.392

2 · 3√
n
· 1.96 6 0.392

3

.392
· 3.92 6

√
n

30 6
√

n

900 6 n
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(d) Eine andere Joghurtmas
hine bef�ullt Be
her mit im Mittel 50 Gramm Joghurt. Die Stan-dardabwei
hung betr�agt 10 Gramm. Sie nehmen eine Sti
hprobe von 100 Be
hern. Wiegro� ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Gesamtmenge Joghurt in diesen 100 Be
hern klei-ner als 4 800 Gramm ist?
∑n

i=1
Xi

n
∼ N

(

µ,
σ2

X

n

)

n∑

i=1

Xi ∼ N

(

n · µ,n2 · σ2

X

n

)

100∑

i=1

Xi ∼ N
(

100 · 50, 100 · 102
)

∑
100

i=1
Xi − 5000

100
∼ N (0, 1)

P(
∑

100

i=1
Xi 6 4800) = FN

(

4800−5000

100

)

= FN(−2) = 1 − FN(2) ≈ 1 − 0.9772 = 0.0228

(e) Eine weitere Joghurtmas
hine produziert na
h Herstellerspezi�kation bei 80 Joghurtbe-
hern im Mittel 4 Be
her Auss
huss. Sie nehmen eine Sti
hprobe von 80 Be
hern, und�nden darunter 6 Be
her Auss
huss. Ist die Qualit�at dieser Mas
hine signi�kant vers
hie-den von der Herstellerspezi�kation?� S
hreiben Sie eine Nullhypothese auf und testen Sie bei einem Signi�kanzniveau von5%.� Falls Sie "krumme\ Zahlen erhalten, verwenden Sie eine m�ogli
hst genaue Abs
h�atzung.� Gehen Sie davon aus, dass Sie die Binomialverteilung dur
h eine Normalverteilungapproximieren k�onnen, ohne dass eine Stetigkeitskorrektur notwendig ist.
H0 : p = 4

80
, H1 : p 6= 4

80Mittelwert der Binomialverteilung ist: µ = n · p = 4Varianz der Binomialverteilung ist: σ2 = n · p · (1 − p) = 4 · 76

80Die approximativ normalverteilte Teststatistik ist X−µ
σ

= 6−4√
4·76/80

= 2

2

√

80

76
=

√

20

19
< 20

19
<

20

16
= 1.25 < 1.96 = QN(0.975)
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Aufgabe 8 [10 Punkte℄: Sie verglei
hen zwei D�ungemittel f�ur Salatk�opfe: X und Y. In Ihrer Ent-wi
klungsabteilung sind jeweils 30 Salatk�opfe mit X und 30 Salatk�opfe mit Y behandelt worden.Das Gewi
ht der Salatk�opfe hat Ihr Assistent bereits in den Variablen x und y eingetragen. IhrAssistent hat ferner zwei Tests mit R dur
hgef�uhrt und pr�asentiert Ihnen den folgenden Output:Test 1: Test 2:
> t.test(x,y,paired=TRUE)

Paired t-test
data: x and y
t = -2.0558, df = 29, p-value = 0.0489
alternative hypothesis: true difference in

means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-22.02793284 -0.05680469

sample estimates:
mean of the differences

-11.04237

> t.test(x,y)
Welch Two Sample t-test

data: x and y
t = -2.0203, df = 31.547, p-value = 0.05191
alternative hypothesis: true difference in

means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-22.18182418 0.09708665

sample estimates:
mean of x mean of y
23.28710 34.32947(a) Wel
he Annahmen werden von beiden obigen Tests vorausgesetzt?

x und y sind normalverteilt oder die Sti
hproben sind sehr gro�
(b) Nehmen Sie an, dass diese Annahmen erf�ullt sind. Wel
her der beiden Tests ist in diesemFall angemessen? Warum?Test 1 ist ein paarweiser Test. Sie haben aber kein paarweises Design verwendet. Test 2setzt dieses Design ni
ht voraus, ist hier also angemessen.
(
) Ihre Nullhypothese ist, dass die beiden D�ungemittel das Gewi
ht ni
ht in unters
hiedli
herWeise beein
ussen. Ihr Signi�kanzniveau ist 5%. K�onnen Sie mit dem Test, den Sie inTeilaufgabe (b) ausgew�ahlt haben, Ihre Nullhypothese ablehnen? Warum?Der p-Wert ist mit 0.05191 gr�o�er als 5%, die Nullhypothese kann also ni
ht abgelehntwerden.
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(d) Ihr 
ei�iger Assistent pr�asentiert Ihnen die folgende Graphik die er mit dem Kommando
qqnorm(x); qqline(x); erzeugt hat. Was sagt Ihnen diese Graphik �uber die Vorausset-zungen der obigen Tests?

−2 −1 0 1 2

0
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40
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0
12
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S
am

pl
e 

Q
ua

nt
ile

s

Wenn in der Tat die Daten normalverteilt w�aren, dann w�urden die Punkte alle n�aherungs-weise auf einer Geraden liegen. Das ist aber ni
ht der Fall. Die Voraussetzungen sind alsoni
ht erf�ullt.
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(e) Ihr Assistent pr�asentiert nun zwei weitere Tests. Sind diese Tests grunds�atzli
h besseroder weniger gut geeignet als Test 1 oder 2 aus dieser Aufgabe, um Ihre Hypothese zu�uberpr�ufen? Test 3: Test 4:
> wilcox.test(x,y)

Wilcoxon rank sum test
data: x and y
W = 220, p-value = 0.0005109
alternative hypothesis: true location shift

is not equal to 0

> wilcox.test(x,y,paired=TRUE)
Wilcoxon signed rank test

data: x and y
V = 111, p-value = 0.01130
alternative hypothesis: true location shift

is not equal to 0Die beiden Varianten des Wil
oxon Tests ma
hen keine Annahmen �uber die Verteilung von
x und y. Die Ergebnisse sind also robuster und vorzuziehen, wenn wir die Verteilung ni
htkennen, bzw. wenn wir hier anhand der Graphik erkennen, dass die Verteilungsannahmendes t-Tests ni
ht gegeben sind.

(f) Wel
her der beiden Tests ist hier angemessen?Test 4 ist ein paarweiser Test. Sie haben aber kein paarweises Design verwendet. Test 3setzt dieses Design ni
ht voraus, ist hier also angemessen.
(g) Ihre Nullhypothese ist, dass die beiden D�ungemittel das Gewi
ht ni
ht in unters
hiedli
herWeise beein
ussen. Ihr Signi�kanzniveau ist 5%. K�onnen Sie mit dem Test, den Sie inTeilaufgabe (f) ausgew�ahlt haben, Ihre Nullhypothese ablehnen? Warum?Der p-Wert ist mit 0.0005109 kleiner als 5%, die Nullhypothese kann also abgelehnt werden.
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Zusatzblatt zu Aufgabe . . .
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Formelsammlung� ∫

xn dx =
xn+1

n + 1
+ C� Wenn f(x) Di
htefunktion und F(x) Verteilungsfunktion der eindimensionalen Zufallsva-riable X sind, dann ist F(x) =

∫x

−∞
f(y)dy� Wenn f(x,y) Di
htefunktion und F(x,y) Verteilungsfunktion der mehrdimensionalen Zu-fallsvariable (X,Y) sind, dann ist F(x,y) =

∫x

−∞

∫y

−∞
f(ξ,υ)dυdξ� Satz von Bayes: P(A|B) =

P(B|A) · P(A)

P(B)
=

P(B|A) · P(A)

P(B|A) · P(A) + P(B|∁A) · P(∁A)� Wir nennen θ̂ einen erwartungstreuen S
h�atzer f�ur θ wenn E(θ̂) = θ.� Ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur die Varianz ist σ̂2

X = 1

n−1

∑n
i=1

(Xi − X̄)2� Der Mittelwert der Binomialverteilung mit Sti
hprobengr�o�e n und Erfolgswahrs
hein-li
hkeit p ist n · p. Die Varianz ist n · p · (1 − p).� Zentraler Grenzwertsatz: lim
n→∞

∑n
i=1

Xi

n
∼ N

(

µ,
σ2

X

n

)� F�ur die Verteilung des standardisierten Mittelwertes gilt X̄ − µ

σ̂X/
√

n
∼ tn−1� F�ur die Verteilung der ges
h�atzten Varianz σ̂2 einer normalverteilten Zufallsvariablen mitVarianz σ2 gilt bei einer Sti
hprobengr�o�e von n

(n − 1) · σ̂2

X

σ2
=

n∑

i=1

(

Xi − x̄

σ

)2

∼ χ2

n−1� Wenn X(ai) die H�aufkeit von Merkmal ai ist, mit ∑k
i=1

X(ai) = n, und wenn X(ai)entspre
hend P(ai) verteilt ist, dann ist k∑

i=1

(X(ai) − n · P(ai))
2

n · P(ai)
∼ χ2

k−1.
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R-Kommandos� abs(x) bere
hnet den Betrag von x.� mean(x) bere
hnet einen Mittelwert x̄ =
∑n

i=1
xi

n� pbinom(x, size=..., prob=...) bestimmt die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine binomi-alverteilte Zufallsvariable mit Sti
hprobengr�o�e size=... und Erfolgswahrs
heinli
hkeit
prob=... den Wert x oder einen kleineren Wert annimmt.� pnorm(x) bestimmt die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine standardnormalverteilte Zufallsva-riable den Wert x oder einen kleineren Wert annimmt.� qnorm(x) bestimmt das x-Quantil der Standardnormalverteilung� qchisq(x,n) bestimmt das x-Quantil der χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden� qt(x,n) bestimmt das x-Quantil der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden� sqrt bere
hnet eine Quadratwurzel.� sd bere
hnet die Standardabwei
hung σ̂X =

√

σ̂2

X =

√

1

n−1

∑n
i=1

(xi − x̄)
2� sum bere
hnet eine Summe� t.test(x,y) f�uhrt einen t-Test f�ur unverbundene Sti
hproben x und y dur
h.� t.test(x,y,paired=TRUE) f�uhrt einen t-Test f�ur verbundene Sti
hproben x und y dur
h.� var bere
hnet die Varianz σ̂2

X = 1

n−1

∑n
i=1

(xi − x̄)2� wilcox.test(x,y) f�uhrt einen Mann-Whitney U Test f�ur unverbundene Sti
hproben xund y dur
h.� wilcox.test(x,y,paired=TRUE) f�uhrt einen Wil
oxon-Test f�ur verbundene Sti
hproben
x und y dur
h.

Quantile und Werte der VerteilungsfunktionenIn den folgenden beiden Tabellen �nden Sie einige Quantile und Werte der Verteilungsfunktionenf�ur die Normalverteilung, t Verteilung und χ2 Verteilung.
x 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

QN(x) 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

Qt15
(x) 1.34 1.75 2.13 2.6 2.95

Qχ2
9

(x) 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59

Qχ2

99

(x) 117.41 123.23 128.42 134.64 138.99

.02 0.05 0.1 .2 .5 1 2 5 20

FN(x) 0.508 0.5199 0.5398 0.5793 0.6915 0.8413 0.9772 1 1

Ft9
(x) 0.5078 0.5194 0.5387 0.577 0.6855 0.8283 0.9617 0.9996 1

Ft99
(x) 0.508 0.5199 0.5397 0.5791 0.6909 0.8401 0.9759 1 115



Vergleich Konfidenzintervall/Signifikanztest/p-Wert

Konfidenzintervall:

X̄X̄ + σ√
n
· QN(α

2
) X̄ + σ√

n
· QN(1 − α

2
)

α
2

α
2

Annahmeberei
hf�ur µ0

H0 : X̄ = µ0 wird abgelehnt falls µ0 ni
ht im Annahmeberei
h liegt
Signifikanztest: Teststatistik g = X̄−µ0

σ/
√

nzweiseitig (H0 : X̄ = µ0) einseitig (H0 : X̄ 6 µ0) einseitig (H0 : X̄ > µ0)
0QN(α

2
) QN(1 − α

2
)

α
2

α
2

Annahmeberei
hf�ur g

0 QN(1 − α)

α

Annahmeberei
hf�ur g

0QN(α)

α

Annahmeberei
hf�ur g

H0 wird abgelehnt falls g ni
ht im Annahmeberei
h liegt
p-Wert: Teststatistik g = X̄−µ0

σ/
√

nzweiseitig (H0 : X̄ = µ0) einseitig (H0 : X̄ 6 µ0) einseitig (H0 : X̄ > µ0)
0−|g| |g|

FN(−|g|) FN(−|g|)

0 g

FN(−g)

0g

FN(g)

p = 2 · FN(−|g|) p = FN(−g) p = FN(g)

H0 wird abgelehnt falls p < α
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