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Aufgabe 1 [3 Punkte℄: X ist eine auf dem Intervall [2, 10] glei
hverteilte (re
hte
kverteilte) Zu-fallsvariable.(a) Bestimmen Sie das 25% Quantil von X

10 − 2

4
+ 2 =

8

4
+ 2 = 2 + 2 = 4

(b) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass X kleiner als 3 ist?
3 − 2

10 − 2
=

1

8

(
) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass X zwis
hen 3 und 7 liegt?
7 − 3

10 − 2
=

4

8
=

1

2

2



Aufgabe 2 [7 Punkte℄: Betra
hten Sie die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y) mit der Di
hte-funktion
f(x,y) =

{
1

16
(x + 3y) falls x ∈ [0, 2] und y ∈ [0, 2]

0 sonst(a) Zeigen Sie, dass f(x,y) tats�a
hli
h eine Di
htefunktion ist.� F(x,y) =
∫x

0

∫y

0
f(ξ,υ)dυdξ = 1

32

(

x2y + 3xy2
)� f(x,y) > 0 f�ur x ∈ [0, 2] und y ∈ [0, 2]� F(0, 0) = 0� F(2, 2) = 1

32

(

22 · 2 + 3 · 2 · 22
)

= 1

32
(8 + 3 · 8) = 32

32
= 1

(b) Bestimmen Sie P
(

X > 1

2
,Y > 3

)Da f(x,y) = 0 f�ur y > 3: P(X > 1

2
,Y > 3) = 0

(
) Bestimmen Sie P(Y < 1)

P(Y < 1) = F(2, 1) = 1

32

(

22 · 1 + 3 · 2 · 12
)

= 1

32
(4 + 6) = 10

32
= 5

16

(d) Bestimmen Sie P(X < 1,Y < 1)

P(X < 1,Y < 1) = F(1, 1) = 1

32

(

12 · 1 + 3 · 1 · 12
)

= 1

32
(1 + 3) = 4

32
= 1
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Aufgabe 3 [3 Punkte℄: Um unn�otigen Klausuraufwand zu vermeiden, soll ein Test zeigen, obStudenten "�t f�urs Examen\ sind. Der Test zeigt bei 90% der Studenten, die tats�a
hli
h "�t\sind ein positives Resultat. Au�erdem werden 10% der Studenten die "ni
ht �t\ sind positivdiagnostiziert. In unserer Sti
hprobe ist nur jeder vierte Student "�t\. Wie wahrs
heinli
h ist es,dass ein zuf�allig ausgew�ahlter Student aus dieser Sti
hprobe, der in unserem Test ein positivesResultat errei
ht, tats�a
hli
h "�t\ ist?
A = �t f�urs Examen, B = positiver Test

P(A|B) =
P(B|A) · P(A)

P(B|A) · P(A) + P(B|∁A) · P(∁A)
=

0.9 · 1

4

0.9 · 1

4
+ 0.1 · 3

4

=
0.9

0.9 + 0.3
=

9

12
=

3

4

4



Aufgabe 4 [10 Punkte℄: Die Di
htefunktion der Zufallsvariablen X ist
f(x) =






1 −
x − θ

2
falls x ∈ [θ,θ + 2]

0 sonstDer Erwartungswert E(X) = 2

3
+ θ. Der Parameter θ ist unbekannt und soll ges
h�atzt werden.(a) Bestimmen Sie den Maximum Likelihood S
h�atzer f�ur θ, wenn Ihre Sti
hprobe die beidenWerte {2, 3} enth�alt.Wir maximieren L(θ) = f(2) · f(3)Vor�uberlegung: Damit f(2) > 0 und f(3) > 0 muss gelten θ 6 2 < θ + 2 und θ 6 3 < θ + 2.Nur f�ur θ ∈ (1, 2] ist L(θ) > 0Vor�uberlegung 2: F�ur θ ∈ (1, 2) steigt f(x) mit theta,dann steigt aber au
h dL(θ) mit thetaDer gr�o�te Wert von θ ∈ (1, 2] ist aber θ = 2 (dann ist L(θ) = 1 · 1

2
= 1

2
),also ist θ = 2 der Maximum Likelihood S
h�atzer

(b) Bestimmen Sie den Momentens
h�atzer f�ur θ (auf Basis des ersten Moments), wenn IhreSti
hprobe die beiden Werte {2, 31

3
} enth�alt.Das erste Moment ist 1

2
(2 + 31

3
) = 1 + 1

2

10

3
= 8

3Wir l�osen 2

3
+ θ = 8

3
na
h θ auf: θ = 6

3
= 2

5



Aufgabe 5 [9 Punkte℄: Die dur
hs
hnittli
he F�ullmenge eines Sa
ks Karto�eln ist 50 kg, die Stan-dardabwei
hung ist 2 kg. Nehmen Sie an, dass die F�ullmenge normalverteilt ist. Sie kaufen 4Sa
k Karto�eln und bestimmen die dur
hs
hnittli
he F�ullmenge x dieser 4 S�a
ke. S
hreiben Siejeweils ein R Kommando auf, das die Antworten auf die folgenden Fragen bere
hnet.(a) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass x > 50 kg?
x − µ

σX/
√

n
=

x − 50

2/
√

4
= x − 50 ∼ N(0, 1)also P(x − 50 < ξ) = FN(ξ) oder P(x − 50 > ξ) = 1 − FN(ξ)

P(x > 50) = P(x − 50 > 0) = 1 − FN(0), also bere
hnen wir die Wahrs
heinli
hkeit mit
1-pnorm(0)

(b) Wie wahrs
heinli
h ist es, dass x > 52 kg?
P(x > 52) = P(x − 50 > 2) = 1 − FN(2), also bere
hnen wir die Wahrs
heinli
hkeit mit

1-pnorm(2)

(
) Benutzen Sie nun die Tabelle der Quantile auf Seite 14 und bestimmen Sie (ohne R) dasGewi
ht x∗, so dass in 99% aller F�alle der Wert x �uber diesem Gewi
ht liegt.
0.99 = P(x > x∗) = P(x−50 > x∗−50), also 1−FN(x∗−50) = 0.99, oder FN(50−x∗) = 0.99,mithin 50 − x∗ = QN(0.99) = 2.33, also ist der kritis
he Wert x∗ = 50 − 2.33 = 47.67
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Aufgabe 6 [6 Punkte℄: Sie entwi
keln einen Energiedrink zur Verbesserung des Muskelaufbaus.Den Muskelaufbau pro Person messen wir als X. Sie testen diesen Drink an Versu
hspersonen invier (identis
hen) Fitness-Studios. Die folgende Tabelle zeigt die Anzahl der Versu
hspersonenund den dur
hs
hnittli
hen Muskelaufbau pro Versu
hsperson in diesen vier Studios:Versu
hspersonen dur
hs
hnittli
her MuskelaufbauStudio 1 10 X̄1Studio 2 20 X̄2Studio 3 30 X̄3Studio 4 30 X̄4Nun wollen Sie den Erwartungswert des Muskelaufbaus E(X) bestimmen (Die X̄1, X̄2, X̄3, X̄4sind Mittelwerte von jeweils unabh�angig und identis
h verteilten X).(a) Ist X̄1 ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur den Erwartungswert des Muskelaufbaus E(X)?Zu pr�ufen ist ∀θ : E
(

θ̂(X̄1, . . . , X̄n)
)

= θ, in diesem Fall E(X̄1) = E(X). Wenn X̄1 und Xidentis
h verteilt sind, dann sind au
h die Erwartungswerte glei
h.
(b) H�angt Ihre Antwort auf Frage (a) von der Verteilung von X ab?Nein, die Glei
hheit der Erwartungswerte h�angt ni
ht von der Verteilung ab.
(
) Geben Sie einen eÆzienten (wirksamsten) erwartungstreuen S
h�atzer f�ur den Erwartungs-wert des Muskelaufbaus pro Person E(X) an (mit Formel).Der Mittelwert 1

n
=

∑
xi ist eÆzienter S
h�atzer f�ur E(X), allerdings m�ussen wir aufpassen,

X̄1, X̄2, X̄3, X̄4 sind ja bereits Mittelwerte. Hier m�ussen wir wieder mit den Sti
hproben-gr�o�en multiplizieren, um die urspr�ungli
hen Summen zu erhalten: 1

90
(10X̄1+20X̄2+30X̄3+

30X̄4)
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Aufgabe 7 [9 Punkte℄: Sie stellen Ta
hometer her, die die Ges
hwindigkeit von Kraftfahrzeugenmessen. Ein Automobil
lub interessiert si
h f�ur die Ges
hwindigkeit, die Ihre Ta
hometer imDur
hs
hnitt bei einer tats�a
hli
hen Ges
hwindigkeit von 50 km/h anzeigen. Sie wissen, dass indiesem Berei
h die Standardabwei
hung der Anzeige Ihrer Ta
hometer 5 km/h betr�agt. Au�er-dem gehen Sie davon aus, dass der Fehler der Anzeige Ihrer Ta
hometer normalverteilt ist. Sienehmen 100 Ta
hometer aus der laufenden Produktion, und stellen fest, dass diese Ta
hometerbei einer tats�a
hli
hen Ges
hwindigkeit von 50 km/h im Mittel 55 km/h anzeigen.(a) Geben Sie die Unter- und Obergrenzen des 99% Kon�denzintervalls f�ur den Erwartungs-wert der dur
hs
hnittli
h angezeigten Ges
hwindigkeit an. S
hreiben Sie Ihr Ergebnis alsR Ausdru
k auf und verwenden Sie dabei, dass qnorm(0.99) das 99% Quantil der Nor-malverteilung, qnorm(0.98) das 98% Quantil, sowie qnorm(0.995) das 99.5% Quantil derNormalverteilung ergibt. Verwenden Sie diese Ausdr�u
ke in Ihrer L�osung.
x̄−µ

σX/
√

n
∼ N(0, 1), also QN(0.005) 6 55−µ

5/10
6 QN(0.995),oder 55 + 1

2
QN(0.005) 6 µ 6 55 + 1

2
QN(0.995)oder 55 − 1

2
QN(0.995) 6 µ 6 55 + 1

2
QN(0.995)Untergrenze: 55-qnorm(.995)/2, Obergrenze: 55+qnorm(.995)/2

(b) In Teilaufgabe (a) haben Sie angenommen, dass die Standardabwei
hung bekannt ist. Wie�andert si
h Ihr Ergebnis, wenn Sie mit der empiris
hen Standardabwei
hung re
hnen. Rgibt Ihnen die empiris
he Standardabwei
hung als sd(x) an. Weitere R Kommandos �ndenSie au
h auf Seite 14.
x̄−µ

σ̂X/
√

n
∼ tn−1, also Qt99

(0.005) 6 55−µ
σ̂/10

6 Qt99
(0.995),oder 55 − σ̂

10
Qt99

(0.995) 6 µ 6 55 + σ̂
10

Qt99
(0.995)Untergrenze: 55-qt(.995,99)*sd(x)/10,Obergrenze: 55+qt(.995,99)*sd(x)/10
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(
) Eigentli
h gehen Sie von einem Erwartungswert f�ur die angezeigte Ges
hwindigkeit von56 km/h aus. Stellen Sie eine Nullhypothese auf, bere
hnen Sie eine Teststatistik f�ur denzweiseitigen Test (als R-Kommando und mit der empiris
hen Standardabwei
hung), undre
hnen Sie einen p-Wert aus (ebenfalls als R-Kommando). Hilfrei
he R Kommandos �ndenSie auf Seite 14.
H0 : µ = 56, g = x̄−µ

σ̂X/
√

n
= 55−56

σ̂/10

g=(55-56)/(sd(x)/10)

p=2*pt(-abs(g))

Aufgabe 8 [5 Punkte℄: Sie f�uhren Ihre Bere
hnungen in R dur
h. Der Vektor x enth�alt die m�ogli-
hen Realisierungen der Zufallsvariablen X, der Vektor w ist genauso lang wie x und enth�alt dieWahrs
heinli
hkeiten der jeweiligen Realisierungen. Nehmen Sie an, dass die Variablen ERW und
VAR den korrekten Erwartungswert, bzw. die Varianz von X enthalten. Bere
hnen Sie Erwar-tungswert und Varianz der transformierten Zufallsvariable Y = 5 ·X−2. Kreuzen Sie die ri
htigeL�osung an (Mehrere ri
htige Antworten sind m�ogli
h):

E(Y) = (x*5-2)*w

E(Y) = mean(x)*5-2

E(Y) = mean(x)*5/VAR-2

E(Y) = ERW*5-2

E(Y) = mean(x)*5/VAR^2-2

var(Y) = VAR*5-2

var(Y) = VAR^2*5-2

var(Y) = VAR*5^2

var(Y) = sqrt(VAR)*5^2

var(Y) = VAR*sqrt(5)
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Aufgabe 9 [8 Punkte℄: Sie betreiben eine Baums
hule und versu
hen, das Wa
hstum Ihrer B�aumemit unters
hiedli
hen D�ungemitteln A, B, und C zu steigern. Sie d�ungen 100 B�aume mit unter-s
hiedli
hen Kombinationen der drei D�ungemittel und messen die Gr�o�e na
h einem Jahr. InIhrem Datensatz ist y die Gr�o�e des Baums, und a, b und c sind die Mengen der D�ungemittel.Sie bere
hnen in R eine lineare Regression der abh�angigen Variablen y auf die unabh�angigen a,
b, und c. Den Output sehen Sie links, einen diagnostis
hen Plot der Residuen �uber die \�ttedvalues" re
hts:
lm(formula = y ~ a + b + c)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-20.0487 -6.1479 -0.1334 6.6716 31.3493

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 52.815 3.033 17.412 < 2e-16 ***

a 1.513 3.360 0.450 0.653

b -1.062 3.372 -0.315 0.754

c -14.899 3.633 -4.101 8.62e-05 ***

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’

0.1 ’ ’ 1

Residual standard error: 9.571 on 96 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.1533, Adjusted R-squared: 0.1269

F-statistic: 5.796 on 3 and 96 DF, p-value: 0.001101

Residuen

38 40 42 44 46 48 50 52 54
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b

�tted values lm(y ~ a + b + c)(a) Betra
hten Sie den diagnostis
hen Plot. Hilft Ihnen diese Plot zu ents
heiden, ob Annahmendes klassi
hen Regressionsmodells erf�ullt oder verletzt sind? Falls ja, wel
he Annahmen sinderf�ullt bzw. verletzt bzw. k�onnen anhand der Graphik ni
ht beurteilt werden?� E(ui|Xi = x) = 0 (die Residuen sind f�ur alle Werte von X im Mittel 0) { ist erf�ullt� (Xi,Yi) sind i.i.d. { l�asst si
h anhand der Graphik ni
ht beurteilen� Gro�e Ausrei�er in X und Y sind selten (die vierten Momente von X und Y existieren).{ in der Tat gibt es nur zwei Ausrei�er, und au
h die sind ni
ht bemerkenswert gro�� var(ui) = σ2
u { die Streuung um die Nulllinie ers
heint in allen Berei
hen der Graphiketwa glei
h gro� zu sein.
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(b) Gehen Sie nun davon aus, dass alle Annahmen des Regressionsmodells erf�ullt sind. Umwel
hen Betrag steigt die Gr�o�e Ihrer B�aume etwa, wenn Sie den Anteil des D�ungemittelsC um eine Einheit erh�ohen?Um −14.899, d.h die Gr�o�e f�allt
(
) Ein befreundeter G�artner behauptet, die von Ihnen eingesetzten D�ungemittel h�atten �uber-haupt keine Wirkung. Falls Sie eine Wirkung beoba
htet h�atten, sei das purer Zufall.K�onnen Sie dieser Ansi
ht etwas entgegenhalten? Wenn ja, f�ur wel
he D�ungemittel? Be-gr�unden Sie Ihre Antwort.� Die KoeÆzienten f�ur A und B sind ni
ht signi�kant von Null vers
hieden, das hei�t, wirk�onnen die Hypothese, dass der Beitrag nur zuf�allig eine Wirkung hat, ni
ht ablehnen.� Der KoeÆzient f�ur C ist signi�kant von 0 vers
hieden (p-Wert 0.000086). Wir k�onnenalso die Hypothese, dass der Beitrag von C nur zuf�allig eine Wirkung hat, ablehnen.

(d) Dur
h ein Versehen wurden 100 neugep
anzte B�aume mit jeweils 10 Einheiten des D�unge-mittels B behandelt. Erwarten Sie, dass diese B�aume gr�o�er oder kleiner als unbehandelteB�aume werden? Wenn ja, um wieviel werden sie im Mittel gr�o�er oder kleiner?
−1.063 · 10 = −10.63, die B�aume werden im Erwartungswert um 10.6 
m kleiner.

11



Zusatzblatt zu Aufgabe . . .
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Formelsammlung� ∫

xn dx =
xn+1

n + 1
+ C� Wenn f(x) Di
htefunktion und F(x) Verteilungsfunktion der eindimensionalen Zufallsva-riable X sind, dann ist F(x) =

∫x

−∞
f(y)dy� Wenn f(x,y) Di
htefunktion und F(x,y) Verteilungsfunktion der mehrdimensionalen Zu-fallsvariable (X,Y) sind, dann ist F(x,y) =

∫x

−∞

∫y

−∞
f(ξ,υ)dυdξ� Satz von Bayes: P(A|B) =

P(B|A) · P(A)

P(B)
=

P(B|A) · P(A)

P(B|A) · P(A) + P(B|∁A) · P(∁A)� Wir nennen θ̂ einen erwartungstreuen S
h�atzer f�ur θ wenn E(θ̂) = θ.� Ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur die Varianz ist σ̂2

X = 1

n−1

∑n
i=1

(Xi − X̄)2� Der Mittelwert der Binomialverteilung mit Sti
hprobengr�o�e n und Erfolgswahrs
hein-li
hkeit p ist n · p. Die Varianz ist n · p · (1 − p).� Zentraler Grenzwertsatz: lim
n→∞

∑n
i=1

Xi

n
∼ N

(

µ,
σ2

X

n

)� F�ur die Verteilung des standardisierten Mittelwertes gilt X̄ − µ

σ̂X/
√

n
∼ tn−1� F�ur die Verteilung der ges
h�atzten Varianz σ̂2 einer normalverteilten Zufallsvariablen mitVarianz σ2 gilt bei einer Sti
hprobengr�o�e von n

(n − 1) · σ̂2

X

σ2
=

n∑

i=1

(

Xi − x̄

σ

)2

∼ χ2

n−1� Wenn X(ai) die H�aufkeit von Merkmal ai ist, mit ∑k
i=1

X(ai) = n, und wenn X(ai)entspre
hend P(ai) verteilt ist, dann ist k∑

i=1

(X(ai) − n · P(ai))
2

n · P(ai)
∼ χ2

k−1.
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R-Kommandos� abs(x) bere
hnet den Betrag von x.� mean(x) bere
hnet einen Mittelwert x̄ =
∑n

i=1
xi

n� pbinom(x, size=..., prob=...) bestimmt die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine binomi-alverteilte Zufallsvariable mit Sti
hprobengr�o�e size=... und Erfolgswahrs
heinli
hkeit
prob=... den Wert x oder einen kleineren Wert annimmt.� pnorm(x) bestimmt die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine standardnormalverteilte Zufallsva-riable den Wert x oder einen kleineren Wert annimmt.� qnorm(x) bestimmt das x-Quantil der Standardnormalverteilung� qchisq(x,n) bestimmt das x-Quantil der χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden� qt(x,n) bestimmt das x-Quantil der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden� sqrt bere
hnet eine Quadratwurzel.� sd bere
hnet die Standardabwei
hung σ̂X =

√

σ̂2

X =

√

1

n−1

∑n
i=1

(xi − x̄)
2� sum bere
hnet eine Summe� t.test(x,y) f�uhrt einen t-Test f�ur unverbundene Sti
hproben x und y dur
h.� t.test(x,y,paired=TRUE) f�uhrt einen t-Test f�ur verbundene Sti
hproben x und y dur
h.� var bere
hnet die Varianz σ̂2

X = 1

n−1

∑n
i=1

(xi − x̄)2� wilcox.test(x,y) f�uhrt einen Mann-Whitney U Test f�ur unverbundene Sti
hproben xund y dur
h.� wilcox.test(x,y,paired=TRUE) f�uhrt einen Wil
oxon-Test f�ur verbundene Sti
hproben
x und y dur
h.

QuantileDie folgende Tabelle gibt Quantile der Normalverteilung QN, der t Verteilung mit 15 Frei-heitsgraden Qt15
, der t Verteilung mit 99 Freiheitsgraden Qt99

, und der χ2 Verteilung mit 15Freiheitsgraden Qχ2

15

an.
x 0.95 0.99 0.995

QN(x) 1.64 2.33 2.58

Qt15
(x) 1.75 2.60 2.95

Qt99
(x) 1.66 2.36 2.63

Qχ2

15

(x) 25.00 30.58 32.80
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Vergleich Konfidenzintervall/Signifikanztest/p-Wert

Konfidenzintervall:

X̄X̄ + σ√
n
· QN(α

2
) X̄ + σ√

n
· QN(1 − α

2
)

α
2

α
2

Annahmeberei
hf�ur µ0

H0 : X̄ = µ0 wird abgelehnt falls µ0 ni
ht im Annahmeberei
h liegt
Signifikanztest: Teststatistik g = X̄−µ0

σ/
√

nzweiseitig (H0 : X̄ = µ0) einseitig (H0 : X̄ 6 µ0) einseitig (H0 : X̄ > µ0)
0QN(α

2
) QN(1 − α

2
)

α
2

α
2

Annahmeberei
hf�ur g

0 QN(1 − α)

α

Annahmeberei
hf�ur g

0QN(α)

α

Annahmeberei
hf�ur g

H0 wird abgelehnt falls g ni
ht im Annahmeberei
h liegt
p-Wert: Teststatistik g = X̄−µ0

σ/
√

nzweiseitig (H0 : X̄ = µ0) einseitig (H0 : X̄ 6 µ0) einseitig (H0 : X̄ > µ0)
0−|g| |g|

FN(−|g|) FN(−|g|)

0 g

FN(−g)

0g

FN(g)

p = 2 · FN(−|g|) p = FN(−g) p = FN(g)

H0 wird abgelehnt falls p < α
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