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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Schatzer und Stichprobenfunktionen als Zufallsvariablen

Die Beobachtungen Xj,..., X, der Stichprobe sind zufillig gezogen.
Also sind Werte von Xjy,..., Xy, zufdllig.

Also sind Funktionen 8(Xj, ... , Xn) zuféllig (z.B. der Mittelwert)
Hatten wir eine andere Stichprobe gezogen, dann hitte die Funktion
(z.B. der Mittelwert) auch einen anderen Wert.

Die Verteilung von 0 iiber verschiedene mogliche Stichproben nennen
wir die Stichprobenverteilung von 0.

Mittelwert und Varianz von 8 sind Mittelwert und Varianz der
Stichprobenverteilung E(8) und var(8).
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Erwartungstreue (Unverzerrtheit)

Eine Punktschitzung @(X1,...,Xn) zum Schatzen von 6 nennen wir
erwartungstreuen Schitzer (oder unverzerrten Schatzer) von 0 falls

Vo :E(B(X,...,Xn)) =0

Die Verzerrung von 0 ist

Bias(0,0) = E(0) — 0
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Mittlerer quadratischer Fehler

Erinnerung: Bias
Bias(8,0) = E(B)—0
—E(0) + Bias(6,0) = -0

Der mittlere quadratische Fehler (MSE) ist

MSE(0) =E [(8 —0)?] = E [(§ — E(0) + Bias(,0))?]
=E[(6- E(é))2+ (0 —E()) - Bias(d,0) + Bias(8,0)?]
=E[(0-E®)?]+2-E[(6—E(D))] - Bias(8,0) + Bias(8,0)?

= var(é) Bias(9,0)2
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Mittlerer quadratischer Fehler

MSE(8) = var(8) + Bias(8,0)?
Wenn wir einen kleinen mittleren quadratischen Fehler (MSE) wollen, dann
soll
o var(B) klein sein (der Schatzer soll eine kleine Varianz haben)

o Bias(8,0) klein sein (der Schitzer soll moglichst unverzerrt sein)
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Effizienz (Wirksamkeit)

. . . .. . A A
Wir vergleichen nun zwei unverzerrte Schatzfunktionen 81, 65:

0 ist effizienter (wirksamer) als 85 falls

V0 :var(01(Xy, ..., Xn)) < var(82(X1, ..., X))

Wir sagen auch: @1 dominiert @2

Der unverzerrte Schitzer 0 ist effizienter (wirksamster) Schitzer, falls fiir
alle unverzerrten Schitzer 8’ gilt

VO :var(8(Xy, ..., Xn)) < var(8'(X1,...,Xn)

o Mittelwert X = Iyt X
X ist effizienter Schatzer von px
o geschitzte Varianz 6% = —L; 3 ' | (X; — X)?
672 ist effizienter Schatzer von o2
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Konsistenz

Betrachte eine Folge von Schatzern {@(X1, e ,Xn)}

n=1,...00
Ein Schatzer ist konsistent falls

Ve >0: lim Pr([0(Xq,...,Xn) — 0/ <€) =1

n—oo

Zur Erinnerung: schwaches Gesetz der groBen Zahl:

n .
Ve >0: lim Pr(‘%—px‘<e>:1

n—oo

— der empirische Mittelwert X ist ein konsistenter Schitzer fiir px

lim Pr(X —puxl <e)=1 wir sagen auch X 2 nx
n—oo

f. . - i
Py oder % bedeuten fast sichere Konvergenz
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X als Schitzer fiir den Erwartungswert pix

S
ﬁX:XZHZXi

i=1

e X ist unverzerrt: E(X) = pux

e X ist konsistent: X 2 ix
e X ist der kleinste Quadrate" Schatzer fiir wy, X ist die Lésung von

mzin;(xi —&)?
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Likelihoodfunktion

Was ist die Wahrscheinlichkeit/Dichte, bei gegebenem 0, ein bestimmtes
X1 zu ziehen?
f(x110)

Was ist die Wahrscheinlichkeit/Dichte, bei gegebenem 6, eine Stichprobe
X1,X2,X3,...,Xn zU ziehen?

f(x110) - f(x210) - f(x3[0) - - - f(xnl0)
Gegeben die Stichprobe x1,%2,X3,...,Xn nennen wir
L(x1,...,xnl0) = f(x110) - f(x2/0) - f(x3]0) - - - f(xn0)

die Likelihoodfunktion.
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Die Maximum-Likelihood (ML) Methode

e f(X|0) Dichtefunktion
e © Menge der moglichen Parameter fiir 0
e Maximum-Likelihood (ML) Schétzer:

0 so dass V0 € © gilt L(xq,... xnl0) > L(x1,...,%nl0)

Wir nehmen als Schatzwert fir © den Wert @ flir den, gegeben die
(angenommene) Verteilungsfunktion f(X|0), die Realisierungen
X1,...,Xn am wahrscheinlichsten sind.
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Log-Likelihood Funktion

Bislang haben wir die Likelihoodfunktion maximiert:
L{x1,...,xn[0) = f(x110) - - - f(xn[0)

Diese Produkte kdnnen sehr lang werden, und dann wird das Ableiten (fiir
die Maximierung) schwierig. Wir maximieren statt dessen die
Log-Likelihoodfunktion

InL(x1,...,%n|0) =1In (f(x1]0) - - - f(xn]0)) = Inf(x41]0) + - - - + In f(xn|O)

Jetzt leiten wir nur noch eine Summe ab. Das Ableiten der einzelnen
Summanden ist oft einfacher.

f'(x116) f'(xnl0)

d
—InL(xq,...,xnl0) = 4+ 4
(1, xnl) = 20T Fxnl)

do
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n-tes nicht zentriertes Moment von X:  pj, = E(X™)

n-tes zentriertes Moment von X: u, =E ((X — p{)“)
Beispiel fiir die Anwendung von Momenten (hier nur zur lllustration):
Mittelwert: pj = E(X)
Varianz: w; = E((X - E(X))z)
Schiefe: W

_Ha
Woélbung: (o2
Unterscheide:
theoretischen Momente einer Verteilung pq, 12, u3, ...

empirischen Momente einer Stichprobe m; =%, my, ms, ...
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Momentenmethode

Betrachte eine Dichtefunktion () mit unbekanntem Parameter 0:
e f(X|0) hat Momente E(X|0) = u(0), ua(0), us(0),...
e O Menge der moglichen Parameter fiir 0

e Momentenmethode:

e Bestimme zunichst die empirischen Momente X, m,, ms...
o Setze die empirischen Momente der Stichprobe gleich den theoretischen
Momenten der Dichtefunktion und l6se nach © auf.
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Konfidenzintervalle

e Population: X ~ £(|0)
e Stichprobe: Xy,..., Xy
e Aus der Stichprobe schitzen wir den Populationsparameter 0
e Nun: Finde ein Intervall [V, V] das den (unbekannten) wahren
Parameter 6 zu einem vorgegebenen Konfidenzniveau P =1 — «
enthilt.
e Erinnerung: Bei Punktschitzungen war der Schitzer 8 eine
Zufallsvariable.
e Genauso bei Intervallschitzungen: V(X1, ..., Xn) und V(X1,..., Xn)
sind Stichprobenfunktionen, und damit Zufallsvariablen.
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80% Konfidenzintervall:

90% Konfidenzintervall: Q,(0.05)

X
I

95% Konfidenzintervall:
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Gegeben ein gewiinschtes Konfidenzniveau P (z.B. 95%), der
Stichprobenmittelwert X, und entweder die Standardabweichung des
Stichprobenmittelwerts o oder die Standardabweichung einer
Stichprobenbeobachtung ox.

Bestimme die Flache unter dem linken/rechten Rand der Verteilung
x _ 1-P

2= T2

Bestimme das Quantil der Standardnormalverteilung Qn (%‘) oder

Qn (1-3)

Falls nGtig, bestimme o3 =

Oox
Vvn

Das Intervall ist

o on(3) 00 0u(3)] = o1 3 v n(i-)
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Rezept (t-Verteilung)

Bestimme die Flache unter dem linken/rechten Rand der Verteilung
o« _ 1-P
27 T2

Freiheitsgrade = n — 1

Bestimme das Quantil der t-Verteilung Q¢ (§) oder Q¢ (1— %)

Bestimme (falls nétig) 6% = 6—\/%

Das Intervall ist

s (@) asall)

ocafi-g)xrecai-g)
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Einseitige und zweiseitige Tests

Beispiel: Test des Mittelwerts der Grundgesamtheit X:

e Ho: E(X) = pxo versus Hy : E(X) # pux o (zweiseitiger Test)

e Hp: E(X) = pxp versus Hy : E(X) > puxo (einseitiger Test)

e Hp: E(X) = pxp versus Hy : E(X) < px0 (einseitiger Test)
Manchmal schreiben wir einseitige Tests auch anders:

e Hp: E(X) < pxp versus Hy : E(X) > px o (einseitiger Test)

e Hp: E(X) > uxp versus Hy : E(X) < pxo (einseitiger Test)

Wir werden hier zwischen beiden Schreibweisen nicht unterscheiden.
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Fehler 1. und 2. Art

e Fehler 1. Art, « Fehler, falsch positiv: Hg wird abgelehnt, obwohl sie

wahr ist
e Fehler 2. Art, 3 Fehler, falsch negativ: Hy wird angenommen, obwohl
sie falsch ist
tatsachliche Situation
Hy falsch Ho wahr
2 Ho wird 1—-p o
<9 abgelehnt Sensitivitat Signifikanzniveau
bo P
5 (positiv) Power Fehler 1. Art
o Hg wird
= angenommen B - oc.
. Fehler 2. Art Spezifitat
(negativ)
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Fehler 1. und 2. Art

HU HU

2 af

L accept ~)oreject . ____/__ reject ept creject.
B o

Ho

ept - reject

7>

N
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Signifikanzniveau eines Tests

Signifikanzniveau eines Tests = Vorspezifizierte Wahrscheinlichkeit « die
Nullhypothese falschlich abzulehnen, obwohl sie wahr ist.
Beispiel: Der Mittelwert X einer Stichprobe sei normalverteilt.
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Zweiseitiger Test (Hop: X = u, Hy : X # p)

Seien Q(5) und Q(1 — 5) die Quantile der Normalverteilung, dann wird
Hp nicht abgelehnt, wenn

2(3) = am=(-3)

D.h., falls eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit stammt (Ho ist wahr),
wird Ho trotzdem mit Wahrscheinlichkeit « abgelehnt (false positive).
Ho wird um so eher abgelehnt

e je groBer [X — p ist
e je kleiner oy ist
e je groBer n ist

e je groBer o ist
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Zusammenhang Signifikanzniveau / Konfidenzintervall

Wenn p im Konfidenzintervall liegt, dann

@ (5) < o= (-3)

Zweiseitiger Test (Ho : X = p, Hy : X # p): Seien Q(5) und Q(1 — 5) die
Quantile der Normalverteilung, dann wird Hg nicht abgelehnt, wenn

o4 X—u o4
Js=<(1-3)
Qt(z)— cx/\/ﬁ—Qt 2
Genau dann wenn der hypothetische Wert von w nicht innerhalb des

Konfidenzintervalls (mit gegebenem «) liegt, dann verwirft auch der Test
Ho
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p-Wert eines Tests

p-Wert= Wahrscheinlichkeit eine Stichprobe X, ..., X}, zu ziehen, die
wenigstens so advers zu unserer Nullhypothese ist wie unsere Daten —
gegeben, dass unsere Nullhypothese wahr ist.
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Stichp.
X Bx.o0
ox/vn N(O’ ])

Zweiseitiger Test (Ho: X =, Hy: X # p) :

Unsere Teststatistik g =

p-Wert = Pry, (‘X— HX‘O‘ >

Um den p-Wert zu berechnen, muss man die Stichprobenverteilung von X
kennen. Das ist kompliziert, wenn n klein ist und X nicht normalverteilt ist.
Wenn 1 groB ist, kann man die Stichprobenverteilung von X durch die
Normalverteilung approximieren

‘XSUchp. _ HX‘OD

X o XStichp. .

ox/vn

Hx,0

ox/vn

XStichp. .
ox/vn

HX,0

p-Wert =~ 2-Fn (—
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Konfidenzintervall

Annahmiebereich
A fiir| wo o

2 2
X + 9 .0« o X - 9. o«
X+ 5Q[)  x XF Qg
Ho : X = po wird abgelehnt falls 1y nicht im Annahmebereich liegt
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Signifikanztest

Teststatistik g = X/\/ﬁ

einseitig (Ho: X < o) einseitig (Ho : X > po)

N/

Annahmebereic|

zweiseitig (Ho : X = 1)

Annahmgbereich nnahmepereic
o fiir g o fiir [g flir g
2 2
Q(3) 0 Q1—3) 0 Ql—« 0

Ho wird abgelehnt falls g nicht im Annahmebereich liegt
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Teststatistik g = i(/*—\/“%

zweiseitig (Ho: X = o) einseitig (Ho: X < o)  einseitig (Ho : X > 1)

Fn(—lgl) Fn(—gl) Fn(—g) Fnlg)

—lgl 0 gl 0 9 g 0
p=2-Fn(—lgl) p=Fnl—9) p=Fnlg)

Ho wird abgelehnt falls p < o
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Test des Mittelwerts - p-Wert

e Berechnen der Teststatistik

HX,0

ox/vn

XStichp. .
g(X])'“ )XTL) =

wobei 6% = 15 5 1, (Xi— )_()2

e falls X normalverteilt und Hy wahr ist, dann

g(X])“' )Xﬂ) Nt‘n.—‘l

(Student t Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden).

e falls X einer beliebigen Verteilung folgt und Hy wahr ist und n — oo
dann
g(X])"')XT\.) NN(O)1)
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Test des Mittelwerts bei gegebenem Signifikanzniveau «

_ xStichp._,

e Berechnen der Teststatistik g(Xj,...,Xn) = A
wobei 0% = by XLy (Xi — X)*
e falls X normalverteilt und Hg wahr ist, dann g(Xq,...,Xn) ~ th_1

(Student t Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden).

e falls X einer beliebigen Verteilung folgt und Hy wahr ist und n — oo
dann g(Xj,..., Xn) ~ N(0,1).
Wir bestimmen die kritischen Werte Q(«) bzw. Q(1 — «) (fiir einen
einseitigen Test) oder Q(o/2) und Q(1 — «/2) (fiir einen zweiseitigen
Test).
ablehnen, falls

Ho:E(X) =uxovs. Hi:E(X)#uxo 9¢[Q(5),Q(1—3F)] zweiseitiger Test

Ho:E(X) <pxovs. Hi:E(X)>pxo g¢&[00,Q(1 —«)] einseitiger Test

Ho : E(X) > uxovs. Hiy:E(X) < pxpo g ¢ [Q(a), 00] einseitiger Test
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Vergleich: p-Wert und Signifikanzniveau

Das Signifikanzniveau o wird vorgegeben. Z.B. wenn das vorgegebene
Signifikanzniveau o = 5% ist,. ..
e ...wird die Nullhypothese verworfen wenn |g(Xy,...,X)| > 1.96 ist,
e ...4aquivalent wird die Nullhypothese verworfen p < 0.05 ist.

e Wir nennen den p-Wert auch marginales Signifikanzniveau.

e Oft ist es informativer den p-Wert anzugeben als zu sagen, ob der
Test ablehnt oder nicht.
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Vergleich von zwei Stichproben

<Stichp. YStlchp

Unsere Teststatistik g = - ~N(0,1)
VE%
Zweiseitiger Test (Ho: X =Y, H; : X #Y) :
p-Wert = PrH v ‘XSUchp _ yStichp. D

xStichp. _ yStichp.

X
-
:PI’HO >
( e Vg

XStlchp _ yStichp.

Q

cri o
T
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Vergleich zweier unabhangigen Stichproben bei

unbekannter Varianz

Wir ersetzen dann die Varianz durch die geschatzte Varianz 6§( und 6\2(.
Die Teststatistik _ _
g XA —XB
NG
Va+E

ist leider nur dann t verteilt mit na + ng — 2 Freiheitsgraden, wenn
0'%( = 0"\2( (der ,t-Test" den Sie in Statistikprogrammen finden, macht diese
Annahme). Fiir groBe Stichproben (n > 50) kann man aber ausnutzen,
dass g asymptotisch normalverteilt ist.
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Vergleich von zwei paarweise verbundenen Stichproben

e Zufallsvariablen: X ~ N(0x, Gi) Y ~ N(0y, G%)

e Ho: 0x =0y (zweiseitiger Test)
Ho : 0x > By oder Hp : 0x < By (einseitiger Test)

o Wir verfiigen iiber zwei paarweise verbundene Stichproben (etwa
Performance von Studenten vor (X) und nach (Y) Teilnahme an einer
leistungssteigernden MaBnahme)

X1y, Xn und Yi,...,Yn

Wir sind am Mittelwert der Differenz zwischen X; und Y; interessiert,
betrachten also Ay = X; —Y;

A ist hier wieder eine ibliche Zufallsvariable mit Mittelwert und
Standardabweichung. Eine typische Nullhypothese wire z.B. Hg: A = 0.
Unsere Teststatistik ist dann

_ A,
9*65 n—1

Die Standardabweichung 63 berechnen wir wie jede andere
Standardabweichung:
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Es gibt sehr viele (gleichwertige) Méglichkeiten, aus den Riangen mit
Vorzeichen eine Statistik zu berechnen. R berechnet eine andere

Rangsummestatistik, und zwar werden nur die positiven Werte genommen.
| T <- sum(rank(abs(diff)) [diff > 0])

\ [1] 40

Die Summe der positiven Range T hat eine bekannte Verteilung. Diese
Verteilung kann durch die Normalverteilung approximiert werden:

T N(N+T1)
4 ~N(0,1)
N(N+1)(2N+1)
24

| N <- length(diff)
2E

z <= (T-N=x* (N+1)/4)/sqrt(N * (N + 1) * (2 *x N +
1)/24)

Q
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Mann-Whitney U Test fiir unverbundene Stichproben

Wir betrachten fiir beide Stichproben die Summen der Range:

R] = Z Ti Rz = Z Ti
icl icl
Wenn wir Messwerte durch Range ersetzen, bedeutet das:
e wir behalten die urspriingliche Relation >, =, oder < bei,

e wir unterstellen nicht, dass gleiche Abstiande auf der urspriinglichen
Skala stets die gleiche Bedeutung haben,

e die Verteilung der Rangstatistik konnen wir ausrechnen.
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Wie werten wir unsere Rangsummenstatistik aus?

Nehmen wir an, wir summieren die Range von n Stichprobenwerten auf:
ir. n-(n+1)
i=1 ' 2

Der durchschnittliche Rang ist also

n—|—1)1 - n+1
n 2

HI\/]

|
Wenn wir nun aus der gleichen Verteilung zwei Stichproben mit GroBe
jeweils ny und n; betrachten, dann sollten die Rangsummen im
Erwartungswert
n4ny+1 ny+nz+1
WM =n—— und W =np————
2 2

sein. Eine kleine Abweichung werden wir noch tolerieren, nicht aber eine
groBe Abweichung.
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Wie werten wir unsere Rangsummenstatistik aus?

Unsere Teststatistik ist Ry — u1 = —(Ry — ua).
Wir nehmen den positiven der beiden Werte. Man kann zeigen, dass die
Standardabweichung von Ry den Wert

ny-ny-(np+ny+1)
Or = 12

hat.

Wenn n; und n; hinreichend groB sind (> 5) ist, sind die Rangsummen Ry
und Ry jeweils etwa normalverteilt.

Der Mann-Whitney U Test benutzt diese Eigenschaft, um zu testen, ob die
beiden Stichproben aus der gleichen Grundgesamtheit kommen.
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%% Anpassungstest

e ay,...,ax Merkmale

e P(aj),...,P(ax) Wahrscheinlichkeiten der Merkmale mit
ZE:] Plai) =1

e X(aj),...,X(ax) empirische Haufigkeiten der Merkmale mit
> ¥ X(a) =n

e Hy : die Stichprobe ist entsprechend P() verteilt.

e H;j : die Stichprobe ist nicht entsprechend P() verteilt.

Man kann zeigen, dass
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Abhingigkeit von zwei Merkmalen — x? Kontingenztest

| b b e |
aj X11 X12 X1k Z}; X1
az X21 X22 e X2k Z}; X2
. ; )
an | Xn Xn2 || Xnk 2 o1 %

k
| X | Zxa | | Zxa || 2 D
k
DX i X

nun definiere ey = - .
21 21 Xy
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Abhingigkeit von zwei Merkmalen — x? Kontingenztest

und ansonsten
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Varianzanalyse

Wir haben T verschiedene Gruppen. Jede Gruppe k € {1,2,... 7} besteht
aus den Beobachtungen X; mit i € Iy Dabei gilt Uj_; I = {1,...,n)

How=p=...=pu
k Beobachtung I Xy
1
2
3

Wir berechnen nun Mittelwerte sowohl fiir jede Gruppe k als auch fiir
alle Beobachtungen:

Unterschiede innerhalb einer Gruppe (eines Treatments) nennen wir
SSE (Residuen):

v
SSE=Y Y (Xi—Xw)? (sum of squares of errors)

k=T il

Unterschiede zwischen Gruppen (zwischen Treatments) nennen wir
SSIIE

-
SST =) ni(Xi—X)? (sum of squares of treatments)
k=1

Die Abweichungen der einzelnen Beobachtungen X; zum Gesamtmittel
X nennen wir SSG

n

$SG =) (Xi—X)?=SSE+SST (grand sum of squares)
i=1

dann ist (falls all

N(p, 0?))
SSTn—r
SSEr—T i
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Annahmen der Varianzanalyse

Beachten Sie: In der obigen Voraussetzung X; ~ N(, 02) stecken drei
Dinge
e Unsere Nullhypothese: Hp: i =2 = ... =y,

e Die Varianz von allen Xj ist gleich, auch wenn sie aus verschiedenen
Gruppen stammen.

e Die Xj sind jeweils normalverteilt.
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Kruskal-Wallis Test fiir mehr als zwei Stichproben

|
Oben haben wir mit der Varianzanalyse einen Test kennengelernt, der

unter der Annahme normalverteilter StérgroBen drei oder mehr

Stichproben vergleicht. Geht es auch ohne diese Annahme?

Wieder haben wir v > 3 verschiedene Gruppen. Jede Gruppe
ke{1,2,...,7} besteht aus den Beobachtungen X; mit mit i € I.

|
Ho: Die Verteilung der Beobachtungen ist fiir alle Gruppen gleich.
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Lineare Regression — allgemein:

Yi=B1-Xi+PBo+1uy i=1,...,n

Y abhéangige Variable (erklarte Variable, endogen)

X unabhingige Variable (erklarende Variable, exogen)
31 Steigung
o Achsenabschnitt

u Fehlerterm
(andere Faktoren die Y beeinflussen)
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Lineare Regression

|
Yi=B1-Xi+PBo+ 1wy i=1,...,n

Minimiere ebenfalls quadratische Abstinde bei der Bestimmung von 3¢
und 31:

Wir schitzen: Y; = B1 - Xi+ Bo +ui i=1,...,n,

das heiBt, wir minimieren

K K

Q= Z — (b1Xi + bo))? min KQ

Nach erfolgreicher Minimierung (sieche Anhang ?? zu diesem Kapitel)
erhalten wir

o ae A YMG-X (YY)
Po=Y—-Pp1X Br1=== =
Yin(Xi—=X)?
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Der OLS Schatzer

|
Yi=pB1-Xi+Po+w i=1,...,n

e Approximation von Y
?i:/B]Xi—l_/BO i:]),”’n

e Residuen
ﬁi:Yi—?i i:],...,n

In unserem Fall ist die Approximation also

testsrc = —2.28 - str + 698.93

Damit ergibt sich der marginale Effekt von str zu

A+ o
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Bestimmtheitsmal3

|
Yi=pB1-Xi+Po+w i=1,...,n

e RZ relativer Anteil der Varianz von Y der durch X erkldrt wird.
Y; = Vi + {i; = OLS Approximation + OLS Residuen

var(Y;) = var(¥;) + var({l;)

w2 ZP-9)?
S (Vi—Y)?
0<R?<1

o Bei Regressionen mit einem einzigen Regressor X ist R? der quadrierte
Korrelationskoeffizient zwischen X und Y.
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OLS Annahmen

Yi:B1Xi+BO+ui 121,...,1’1

® E(uilXi=x)=0

® (Xi,Y;) sind i.i.d. (independent identically-distributed)
((Xi,Y;) ist unabhangig von (Xj,Yj), identisch verteilt)

© GroBe AusreiBer in X und Y sind selten (die vierten Momente von X
und Y existieren).

Oliver Kirchkamp (Universitit Jena) BW24.1 - Basismodul Empirische und Experimentelle \ 239 / 385



Mittelwert und Varianz von /[31

Wenn die drei OLS Annahmen gelten,. ..
]
@ E(uilX;=x)=0
(2] (Xi,Yi) sind i.i.d.

©® GroBe AusreiBer in X und Y sind selten (die vierten Momente von X
und Y existieren).

...dann gilt auch. ..

e E(B1) =P (/B ist unverzerrt)
° var([§1) — TlLvar((Xio;uX Jui)
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Verteilung von /[31

e Mittelwert: E(fA51) B1

Xi
B] - B] — l ]TE_])SLZ:()

Wenn n groB ist, dann ist %Zl 1(Xi — px)uy etwa normalverteilt
(zentraler Grenzwertsatz).

N var(/g]) _ %Vaf((xiog(ux]w)

° ’B] ~N (B]» Var((XTil;‘HX)ui))

X
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Hypothesentests fiir /[31

e zweiseitiger Test:
Ho : E(B1) = P10 versus Hy : E(B1) # B1o
e ecinseitiger Test:
Ho : E(B1) = B1,o versus Hy : E(B1) > B1po
Ho: E(B1) = P10 versus Hy : E(B1) < B1po
wobei (371 o der hypothetische Wert der Nullhypothese ist

Ansatz: Konstruiere t Statistik und bestimme den p-Wert (oder vergleiche
die t Statistik mit dem N(0, 1) kritischen Wert).
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e Allgemein:

_ Schitzer — hypothetischer Wert
~ Standardfehler des Schitzers

wobei der Standardfehler des Schatzers aus der geschatzten Varianz
des Schéatzers hergeleitet wird.

e um den Mittelwert von X zu testen:

X—uxo X—uxpo

t= =
ox/vn ox
e um den Regressionskoeffizienten 31 zu testen:
A
¢ = P1=B1o
o,
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Zusammenfassung

Um die Hypothese Hp : E(B1) = 1,0 versus Hy : E(B1) # 1,0 zu testen:
e bestimme die t Statistik:

_Bi—Bio

O,

t

e Ablehnung auf 5% falls t > 1.96
e Der p-Wert ist p = Pr (|t| > ‘tStiChp,D

e Wir gehen davon aus, dass unsere Teststatistik normalverteilt ist.
Dazu benétigen wir die Annahme dass n groB ist (n = 50 ist ,, groB")
Viele Statistikprogramme gehen alternativ davon aus, dass unsere
Teststatistik t-verteilt ist. Dazu muss man voraussetzen, dass die
Residuen normalverteilt sind (siehe Abschnitt 77).
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Konfidenzintervalle und p-Werte

Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
e Das 95% Konfidenzintervall enthalt nicht die Null
e Die Hypothese 1 = 0 wird auf dem 5% Niveau abgelehnt
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Darstellung von Schatzergebnissen

testscr = 698.933 — 22798 -str, R%?=0.05SER =18.58
(9.4675) (0.4798)

Oft finden wir Standardfehler in Klammern unter den geschatzten
Koeffizienten. Diese Darstellung ist praktisch:

e Die geschatzte Regressionsgerade ist
testscr = 698.933 — 2.2798 - str

e Der Standardfehler von 3o = 92.4675
e Der Standardfehler von 37 = 0.4798
e Das R? = 0.05, der Standardfehler der Residuen ist SER = 18.58.

Damit hat man (fast) alle fiir den Hypothesentest und die Bestimmung der
Konfidenzintervalle notwendigen Zahlen.
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Recap:

Was wir tiber OLS wissen:

e OLS ist unverzerrt
e OLS ist konsistent
e wir konnen Konfidenzintervalle fiir ﬁ berechnen

e wir kénnen Hypothesen iiber B testen

Ein groBer Teil 6konometrischer Auswertung wird in Form von OLS
prasentiert.

Ein Grund das zu machen ist schon, dass sehr viele Leute verstehen, wie
OLS funktioniert.

Wenn wir einen anderen Schatzer verwenden, kann es sein, dass man uns
nicht mehr versteht.
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Erweiterte OLS Annahmen

® E(uX;=x)=0

(2] (Xi,Yi) sind i.i.d.

©® GroBe AusreiBer in X und Y sind selten (die vierten Momente von X
und Y existieren).

O var(u/X = x) ist konstant, u ist homoskedastisch

@ u ist normalverteilt u ~ N(0, 02)

Annahmen 4 und 5 sind restriktiver — lassen sich also seltener
rechtfertigen.

Gauss Markov

Unter den Annahmen 1-4 hat 61 die kleinste Varianz unter allen linearen
Schitzern (unter allen Schitzer die lineare Funktionen von Y sind).

Effizienz von OLS-II

Unter den Annahmen 1-5 hat 61 die kleinste Varianz unter allen
konsistenten Schitzern wenn n — oo (egal ob sie linear oder nichtlinear
sind)
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Modelle mit mehr als einer unabhangigen Variablen

(multiple Regression)

Bislang hatten wir nur eine unabhangige Variable:

testsrc =PBistr+Po+u

Vielleicht spielen weitere Faktoren (auBer str) eine Rolle?
Wie kann man mehrere Faktoren gleichzeitig beriicksichtigen?

e |dee: Halte einen Faktor ,konstant” indem nur eine kleine Gruppe
betrachtet wird (z.B. alle Schiiler mit einem sehr dhnlichen elpct
(english learner percentage)
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Erweitere das Regressionsmodell

testsrc = Bystr 4+ Porelpct + o+ u
allgemein:

y=PRo+Bix1+Paxa+ -+ Prxk+u
fiir jede Beobachtung:

yr = Bo+Bixyr+Paxiz+ -+ Prxak + Uy
Y2 = PBo+Pixar +Paxx2+ -+ Prxok +u2
ys = Po+PBix3r + Paxzz+ -+ Prxsk + U3
Un = Bo+Bixnt +P2xn2+ -+ PrXnk + Un

In Matrixschreibweise:
y=Xp+u
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Annahmen fiir das multiple Regressionsmodell

® E(uilXi=x)=0

(2] (Xi,Yi) sind i.i.d.

© GroBe AusreiBer in X und Y sind selten (die vierten Momente von X
und Y existieren).

© X hat Rang gleich der Anzahl der Spalten (keine Multikollinearitat)
@ var(u|X = x) ist konstant, u ist homoskedastisch
@ u ist normalverteilt u ~ N(0, 02)

Annahmen 5 und 6 sind restriktiver — lassen sich also seltener
rechtfertigen.
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Die Verteilung der OLS Schatzer in der multiplen

Regression

T Modell mit einem Regressor: die OLS Schatzer fiir Bo und @1 sind
unverzerrte und konsistente Schatzer. Fiir groBe Stichproben sind /BO
und 61 normalverteilt.

e multiple Regression unter obigen Annahmen 1-4 ist der OLS
Schatzer |3 (X'X)~'X"y unverzerrt und konsistent. Fiir groBe
Stichproben ist [3 multivariat normalverteilt.

e Gauss Markov: Unter den Annahmen 1-5 hat p = (X’X) "Xy die
kleinste Varianz unter allen linearen Schitzern (unter allen Schatzern,
die lineare Funktionen von Y sind).

o Effizienz von OLS: Unter den Annahmen 1-6 hat B = (X’X)~'X’ y die
kleinste Varianz unter allen konsistenten Schitzern wenn 1 — oo
(egal ob sie linear oder nichtlinear sind)
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Diagnostische Plots

|
Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Hypothesentests

Um die Hypothese Hy : 35 = 35,0 versus Hy : 35 # 35,0 zu testen:
e bestimme die t Statistik:

f = Bs— By
op

j

e Der p-Wert ist p = Pr (|t| > ‘tStiChp'D = 2 - Fny(—[tStichp-|)

N(t) Fn(t
7|tStichp.|
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Konfidenzintervalle

Hier nochmal die bekannte Formel fiir Konfidenzintervalle fiir Mittelwerte:

o 0n (2) o an(3)]

Bei Regressionskoeffizienten geht es genauso:

B+og-Qn(3).B-0p Qn(3)]

bzw., falls wir die t-Verteilung mit k Freiheitsgraden verwenden (weil wir
(wie R) annehmen, dass die Residuen normalverteilt sind):

B+og-Ql(3).B-05-QL(3)]
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Spezifikationsfehler: Zusammenfassung

e unterspezifiziertes Modell, ein Regressor 3, fehlt (omitted variable
bias):
e B ist nur unverzerrt wenn B, = 0 oder Xi{X2 =0.
— 6konomische Intuition, welche anderen wichtigen Faktoren kdnnte es
geben?
o liberspezifiziertes Modell, Regressoren sind kollinear:
e B kann nicht geschitzt werden (X’X ist nicht invertiertbar)
— Statistikprogramm entfernt die kollinearen Regressoren selbst.
e iiberspezifiziertes Modell, Regressoren sind fast kollinear (overfitting):
e B kann nur ungenau geschatzt werden
— Identifikation der problematischen Regressoren mit VIF,
okonomische Intuition zur Auswahl der Regressoren.
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Restriktionen mit mehreren Koeffizienten

wage76 ~ grade76 + age76 + black + momed + daded

Hypothese: Buomeda = Pdadea (Ausbildung beider Elternteile hat den
gleichen Einfluss auf den Lohn)

Losungsweg 1 (Gleichung umformen, t-test): Allgemein:

Yy = PothiXi+pR2Xa+u
= Bo+(B1—PR2)X1+P2X2+Xq) +u

In der neuen Gleichung ist die Differenz (37 — 32), die uns interessiert, ein
Koeffizient, den wir schatzen kdnnen.
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Vorgehen bei der Suche nach dem richtigen Modell

— beginne mit eine ,base specification”

— darauf aufbauend werden ,alternative specifications” entwickelt
wenn sich in einer ,alternative specification” Koeffizienten andern,
kann das ein Hinweis auf omitted variable bias sein
e Skaliere die Koeffizienten so, dass die Schitzergebnisse leicht zu lesen
und zu interpretieren sind.
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Ist ein Modell mit einem groBen R? ein , gutes* Modell?

Rz 2R

R? misst nur den ,fit" der Regression

R? misst keine Kausalitit (z.B. Parkplatz — testscr)
R? misst nicht die Abwesenheit von Omitted variable bias
R? misst nicht die Korrektheit der Spezifikation
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Messe Beitrag zum R?

Betrachte eine Folge von Modellen, und beginne mit Xj:
X1
X1+ X5
X1+ X0+ X3

X1+ X0+ X34+ X4
Hier ist eine andere Folge von Modellen. Xy wird erst am Schluss
hinzugefiigt:

X2
X2+ X3
X2+ X34+ Xa
X1+ X0+ X3+ Xy
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Varianzanalyse, RSS und log-Likelihood

Erinnern wir uns: Bei der Varianzanalyse haben wir die unerkldrte Varianz
RSS zweier Modelle verglichen. Ein kleines Modell mit RSSy, und ein
groBeres Modell mit RSS,. Das groBere Modell kann mehr erklaren, also ist
RSS; kleiner. Varianzanalyse hat gefragt, ob RSS; signifikant kleiner ist.

RSS] — RSSZ n-— kz
F(k2 —kin—ke) = RSSz kz — k]

Sei L die log-Likelihood des geschiatzten Modells.
Man kann zeigen, dass fiir lineare Modelle gilt

RSS

Dann ist aber

2'“_2—[_1):11‘ <log

RSSp | RSSi) _ . RSS; ,
n g - gRSS] szfk]

Wenn wir zwei Modelle vergleichen wollen, kénnen wir entweder die
log-Likelihood vergleichen, oder die RSS.
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Informationskriterien

Ziel: Finde ein Modell, das die Daten gut erklart, aber moglichst wenige
Parameter hat.

o [ log-Likelihood des geschadtzten Modells
e k Anzahl der Parameter

e 1 Anzahl der Beobachtungen

Hirotsugo Akaike (1971): An Information Criterion:

AIC=-2-L+2-k

Gideon E. Schwarz (1978): Bayesian Information Criterion
BIC=-2-L+k-logn

In beiden Fillen wird das Kriterium, AIC oder BIC, minimiert. Eine groBe
Likelihood wird belohnt, aber ein groBes Model wird bestraft.
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t-Statistik und p-Wert fiir individuelle Koeffizienten

t = Bi—Buo
%,

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 701.3779 4.8052 14596  0.0000
str  -1.0804 0.2491 -4.34  0.0000
elpct  -0.1429 0.0365 -3.91  0.0001
mealpct  -0.5218 0.0329 -15.84  0.0000
calwpct  -0.0568 0.0617 -0.92  0.3572
enrltot 0.0001 0.0001 0.98 0.3287
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Metrische und kategoriale Variablen

e Metrisch / stetig:
e Bruttosozialprodukt
e Einkommen in Euro
e str
o Kategorial / diskret
Geschlecht
Beruf
Sektor
Einkommen in Kategorien

e Bindre Variablen / Dummy-Variablen sind ein Spezialfall kategorialer
Variablen

Geschlecht W/M

Einkommen groBer als 40000 Euro Ja/Nein

Arbeitslosigkeit Ja/Nein

Hochschulabschluss Ja/Nein
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Regression mit einer Dummy-Variablen

Wie bisher, auch wenn X eine bindre Variable / Dummy-Variable ist,
schatzen wir

Yi=PBo+ B1Xy+uy.

Falls X; =0: Yi=Bo+w
Der Mittelwert Y = B
E(YilXi =0) = Bo

Falls Xi=1: Yi=fo+ p1+wy
Der Mittelwert Y = o + B
E(YilXi=1) =Bo+ B

Mithin misst f1 = E(Yi/X; = 1) — E(Yi/X; = 0) die Differenz der
Mittelwerte der beiden Gruppen in der Population.
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Regression mit einer Dummy-Variablen / t-Test

e Esist egal, ob wir mit einem Student t Test Mittelwerte zwischen
zwei Gruppen vergleichen, oder eine Regression mit einer bindren
Variablen rechnen.

e Es ist auch egal, ob wir mit einer Varianzanalyse (F-Test) Mittelwerte
zwischen mehr als zwei Gruppen vergleichen, oder eine Regression mit
einer kategorialen Variablen rechnen.

Warum macht man liberhaupt eine Regression mit Dummy-Variablen:

e Man kann weitere erkldrende Variablen einfiihren (und damit fiir
weitere Effekte kontrollieren)
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Interaktionen

Bislang:
o Welche Effekte beeinflussen testscr 7
e Wie groB sind diese Effekte?
e Annahme: Die Effekte sind konstant, sie beeinflussen sich nicht
gegenseitig.
Jetzt:

e Vielleicht hangt der Effekt der KlassengroBe auf den Testscore von
weiteren Umstanden ab?

e Vielleicht sind kleine Klassen gerade bei vielen Auslandern in der
Klasse hilfreich, sonst aber nicht?

Otestscr

Soo—~ hangt von elpct ab.

e Allgemein: aaTY] hangt von X3 ab.
e Wie kann man diese , Interaktion” modellieren?

e Betrachte zunachst bindre X, dann stetige.
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Interaktion zwischen binaren Variablen

lwage = Po + P71 college+ 2 sex+ [33 sex-college+u
~— —~ ~— ~—
6.21 0.55 0.49 —0.24

Anstelle der Koeffizienten der Regression kdnnen wir auch Mittelwerte der
einzelnen Kategorien berechnen:

1
1
female male female male
FALSE 6.21 6.69 FALSE Bo Bo+ B2
TRUE 6.76 7.00 TRUE | Bo+PB1 | Bo+B1+ B2+ B3

o Effekt von College bei Frauen: 1 =0.55
o Effekt von College bei Mannern: 31 4+ 3 = 0.31
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Interaktion zwischen bindren und stetigen Variablen

lwage = o+ Pisex+ Pred + P3sex-ed+u

|
Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t|)
(Intercept) 5.0421 0.0956  52.72  0.0000
sexmale 0.8885 0.1003 8.85 0.0000
ed 0.0945 0.0073 12.92 0.0000
sexmale:ed -0.0323 0.0077 -4.21 0.0000
|

e 33 = 0: Regressionsgeraden sind parallel

e (31 = 0: Regressionsgeraden haben den gleichen Achsenabschnitt
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Interaktion zwischen zwei stetigen Variablen, allgemein

Yi = Bo+ B1Xqi + B2Xoi + B3(Xqi - Xoi) + w4
Marginale Effekte:

aYi aYi
= X
e B1+PB3Xz2 3%,

= B2+ B3Xy
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e Eigenschaften von Schatzern:
o Erwartungstreue, MSE, Effizienz, Konsistenz

e Schatzer: Maximum Likelihood, Momentenmethode
e Schitzung von Parametern, Konfidenzintervallen, Hypothesentests
e Spezielle Tests:
e Mittelwerte 2er unverbundener / verbundener Stichproben ;
parametrisch / nichtparametrisch
o Haufigkeiten: x2 Anpassungstest, x* Kontingenztest
e Mittelwerte von mehr als 2 unverbundenen Stichproben ; parametrisch
/ nichtparametrisch
e Lineare Regression — OLS

e Schitzen von (3, Hypothesentests fiir 3, Konfidenzintervalle fiir 3

e Modellspezifikation (R2, AIC, p-Werte)

e eine unabh. Variable, mehrere unabh. Variablen, kategoriale Variablen,
Interaktionen, nichtlineare unabh. Variablen
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Nichtlineare Regressionsfunktionen

Bislang: In diesem Kapitel:

Yy =Po+ Pix Yy =Bo+Pix1-x2
Yy Yy Yy
M
4’)«
X1 s X1 X1
linear Interaktion nicht linear
von X7 und X3 keine Interaktion

Wenn die Beziehung zwischen Y und X nicht linear ist. ..
e ist der marginale Effekt von X nicht konstant
e ware eine einfache lineare Regression falsch spezifiziert
— der geschatzte Effekt ware verzerrt

— deshalb schatzen wir eine nichtlineare Regression in X
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Nichtlineare Modelle

Vorgehensweise:
@ theoretische Motivation fiir nichtlineare Beziehung

® spezifiziere funktionale Form
© testen ob nichtlineare Funktion gerechtfertigt ist

e Diagnostischer Plot der Residuen
e RZ, AIC, p-Wert der nichtlinearen Koffizienten
e visueller Test

O marginale Effekte

e Bei einfachen linearen Modellen einfach 3;
e Bei nichtlinearen Modellen etwas komplizierter (ableiten nach X;)
[3i hat zuweilen eine andere Interpretation.
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Funktionale Formen — Polynome

Yi=Bo+B1Xi+ B2X{+ B3X+ ...+ BrX] +uy

(r = 2: quadratisches Modell, r = 3: kubisches Modell, ...)

Warum bleibt man nicht beim linearen Modell? Kann man testen, ob das
Polynom ,, gerechtfertigt” ist?

e Test der Nullhypothese, die Regressionsfunktion sei linear:
Ho:P2=0AP3=0AN...AB-=0
versus

Hj : wenigstens ein 35 #0,j € {2,...,1}

e was ist das richtige 17

e groBes r: mehr Flexibilitat, besserer Fit
o kleines r: prazisere Schatzung der einzelnen Koeffizienten
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Wahl des ,richtigen” Polynoms

sequentieller Hypothesentest bei polynomialen Modellen:

@ Wahle den groBten sinnvollen Wert von 1 und schitze eine
polynomiale Regression

@ teste Hp: B+ = 0. Wenn Hg abgelehnt wird, dann verwende ein
Polynom r-ten Grades

©® Sonst: reduziere v um 1. Weiter bei Schritt 1.
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Logarithmische Modelle

Wir unterscheiden drei Typen logarithmischer Modelle:
e Yi=PBo+p1 - InX;+1uy linear-log
e InYi=Po+PB1-Xi+y log-linear
e lnY;=Po+pB1-InX;i+wy log-log
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Logarithmische Modelle - linear-log

Yi: (50-1—61 'lnXi-i—LLi

marginale Effekte:

vy 5 1

X "X,
AY; 1 1
~Br— AY; ~ AX; - B1—
AX. ﬁlX — i B]Xi

i
wenn sich X; um 1% &andert (AX; =0.01-X;) ...
1
AY; ~ 0.01X; - B1— = 0.01B;
Xi

...dann andert sich Y; um 0.01 - 34
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Logarithmische Modelle - log-linear

InY;=PRo+pB1-Xi+w N Yi:eBO+Bl'Xi+Ui
marginale Effekte: 1
Oln¥: = oY — Bo+R1-Xi+wi
6Xi o B] aX1 - B] e
AlnY;
ZM;%BVAAmﬁzﬁA&

1 - AlnYi AYi

Y.~ A, Y

~AlnY; ~ By - AX;

Eine Anderung von X; um eine Einheit bedeutet eine Anderung von Y; um
den Anteil 31 (oder um 100 - 1 % ) von Y;.
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Logarithmische Modelle - log-log

lnYi = ﬁo‘l— B] -lnXi—l—ui

Y; = ePo -X?‘ cett

marginaler Effekt:

ovi _ g, Bl o Vi
aXi_e B1Xi NB]Xi
v Xi "
oX; v, M1

31 gibt die Elastizitat von Y; auf X; an.
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Vergleich der logarithmischen Modelle

e X und/oder Y werden jeweils transformiert
e Die Regressionsgleichung ist linear in den transformierten Variablen

e Hypothesentests und Konfizendintervalle kdnnen also wie gewohnt
bestimmt werden

e Die Interpretation von f3 ist jeweils unterschiedlich

o R? ist geeignet log-log und log-linear zu vergleichen

o R? ist geeignet linear-log und lineares Modell zu vergleichen
e Ein Vergleich der Modelle mit InY; und Yj ist nicht moglich.

— Okonomische Theorie ist erforderlich, um eine der Spezifikationen zu
motivieren.
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Nichtlinearitaten in den Parametern

Bislang: Beginne mit einer nichtlinearen Spezifikation. Transformiere diese
in eine, die linear in Parametern ist.
Beispiel:

Yi:eBO-stl et o InY; =B+ 1 -InX;+1uy
i

Das klappt aber nicht immer. Beispiel: Das logistische Modell

1

Yi= T+ e BotBiXi

—|—ui

konnen wir nicht so transformieren, dass es linear in Parametern ist.
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